Chuong 1. S6 phirc
1.1. S0 phirc va cac phép toan
1.1.1. Cac dinh nghia
e S6 phuc 14 s6 ¢6 dang z =x+iy, trong d6 x,y e . SO i théa man i’ =-1 duogc
got la don vi1 do. ‘ ,
e X dugc goila ph?ln thuc cﬁa, sO phtic z, ky hi¢u Rez .
e y duogc goi la phan 4o cua so6 phuc z, ky hiéu Imz .
o Dicbiét, z=x+i0 1a sd thuc. z= iy goi la s6 thuan 4o.
Vidu 1. Re(2-3i)=2; Im(2-3i)=-3
e Haisb phiic z, = x, +iy,; z, =X, +iy, dugc goi 1a bing nhau néu x, =x,, y, =Y, .
Vidu 2. 2x+i\/_=—4—iy<:> x=—2;y=—\/§
e S6 phuc z=x—iy dugc goi 12 sé phtc lién hop cua sb phirc z=x+iy.
Vidu3. 2-8i=-2+3i; iV2=-iV2 .
e Tap hop tAt ca céc sO phic duge ky hidula 1 . 0 ={z=x+iy |x,yeD}
1.1.2. Cac phép toan trén s6 phirc
Cho hai s6 phttc z, =x +iy,; z, =X, +iy, ta dinh nghia cac phép toan nhu sau
a)Phép cong va trir sd phirc
(% +iy, )+ (% +iy, ) = (X +%, ) +i(y, +Y,)
()<1+iY1)_(X2+i¥2):(xi_xz)+i(y1_Y2) )
Chu'y. Phép cong so phirc ¢o tinh giao hoan va két hop.
Vidu4. (2+i)+(-1-i)=1 —3i—(-1+5i)=1-8i
b)Phép nhan sb phirc
(X1 +iy1)(xz ":iyz) = (X1X2 - y1y2)+i (X1y2 +X2y1) ,
Phép nhén s6 phure c6 cac tinh chat nhu nhan so6 thuc
Vidu 5. -iv2(-1+i)=v2+iv2
¢)Phép chia sb phirc
Gid str z, #0 , khi do ta co:

7z _ 7.7, _ (X)) (% —ly,)
z, 1,1, X22+y22
Viduo, 2= 213,
2+1 5 5

d)Lily thira bic n cua s6 phirc
2"=22.2 (ns6z)
e)Cian bac n ciia sd phiic
w={7oz=w"
Vidu 7. Tinh 3+4i
Dinh ly. Cho z =x+iy;z, = x +iy;; z, =X, +iy,, ta co:



1) ;:z;zl+z2 =7,+12,,2,.1,= 2,1,
2) z+2=2Rez=2X ; z—z=2ilmz=2iy
3) zz=x2+y2>0

4) (i]zi(zz +0)

Z2 Z2

1.2. Dang lwong giac ciia sd phirc cong thirc Moivre, Cong thirc Euler
1.2.1. Dang lugng giac cia s phirc
a) Mat phang phirc

Vé mit hinh hoc, sé phitc z=x+iy dugc biéu dién bang diém M (x,y) trong mat
phing toadd Descartes vudng goc Oxy. Khi do, mit phing Oxy duoc goi 1a mdt phang
phuc.

Trong mat phang phic, ta co:

Imz=0«<2€0x; Rez=0< z<0y.

Do d6: Truc hoanh 0x dugc goi 1a truc thuc.

Truc tung Oy dugc goi 1a truc do.

b) Modul va argument ciia s0 phirc , S

Trong mat phang phirc,khodng céach r tir goc toa do O dén diem M dugc goi 1a modul
cta z, ky hiéu 1a |z| . Modul cua z duoc x4c dinh boi:

|7 =r=0M =x* +y?

Goc dinh hudng gz):(&,O—M) c6 tia dau Ox va tia cudi OM, duoc goi 1a argument

cua z.

Argument ¢ cia z thoa man -z < ¢ <z dugc goi la argument chinh. Ky hiéu la argz.

Néu z 1a sb thuc duong thi argz=0 .

z 13 s6 thuc &m thi argz =7 .
z=0 thi argument cua z khong xac dinh.

Ky hiéu tap hop tat ca argment cua z la Argz.

Vay Argz=argz+k2z,k ell.

Quy wée. Khi khong néi ré ¢ thudc khoang nao thi ta hiéu ¢ 1a argment chinh.
Cach xac dinh argument chinh cua z=x+iy

Budc 1. Xac dinh diém M biéu dién z trén mit phang 0xy.

. ) ~ X . \ A \ <
Budc 2. argz=¢ thda man cosep=—, smgo:l, —r<@<mz va phu thudc vao vi tri
r r

cua M.
Vidu 1. Xac dinh modul va argument ctia cac s6 phirc:
a)z=i; b) z=—3-i

¢) Dang lwong giac ciia so phic
Cho s6 phitc z=x+iy c0 |z]=r;argz=¢



Taco: z= r(§+ i %) =r(cosp+ising). Vay dang luong giac cia sd phirc z 1a:
z=r(cosg-+ising)
Vi du 2. Viét cac sd phtic sau du6i dang luong gidc:
a)z=-4 b)z=1—i\/§; c)z=- 2 +i2
Nhan xet.

Néu z=r(cosp+ising) thi: z=r(cosp-ising)

Néu zell,z=x+i0 thi [z]=x*+0° =|X
1.2.2. Cong thirc Moivre

Cho s6 phitc z=r(cosp+ising) khi d4

1) z" =r"(cosng+isinng), nell

2) Yz =0, =Q/F(cos¢+k2”+i¢+k2ﬁ] (neD,nzz,k:O,n—l)
n n

Vi du 3. Tinh a) (1-i)"; b) ¥/8
1.2.3. Cong thirc Euler
€' = cosgp+ising

Dua vao cong thirc Euler, s6 phtc z ¢6 Z|=r vaargz=¢ cb thé duoc viét dudi dang

mil: z=re" .

Vi du 4. Viét cac s6 phtrc sau dudi dang mii:
a)z=-3 b)z = —i; ) z=—/3+i
Nhan xeét.

1) Néu z=re"” thi z=re™

2) Voimoi z,=x+iy; 2, =X, +iy,, ta goi |2,—7,| :\/(xl—xz)2 +(y,~Y,)" la khoang
cach gitra z; va z, .

Khi d6 |z—a|=r hay z=a+re”(pe[0,27]) 1a duong tron tdm a, ban kinh r.

Cong thirc can nho.

Vi z=re"”; 7, =re" =r,(cosp +ising,); z, =r,e'” =r, (cosgp,+ising, ), ta co:

1) 2,2, = e **%) =g, (cos (o, + @, ) +isin (¢, + ,))

Z | TN I ..
2)Z—z:ée(“’1 #) =r—i[cos(gol—g02)+|sm(go1—go2)]
3)z"=r"e",nel

ok
Hz=w =Yre » (nzz,k:O,n—l)

Bai tap.
Cau 1. Thuc hién cac phép tinh sau duéi dang luong giac va dang mil



(i) (s ) (3348) (V8146
(V3+iv6) V2+iV2

Céu 2. Cho s0 phirc z sau c6 argument chinh ¢ € (-7, 7) . Hay viét z duéi dang dai s6 va dang
mu
e LS )Ll
J2-i2 —J2+i2
1.3.  Puwdng va mién trong mat phing phirc
1.3.1. Puong trong mat phang phirc
a)Phuwong trinh tham so
o Giasir x(t), y(t) la cac ham thuc, xac dinh va lién tuc trén [a;b] clia duong thang
thuc. Khi d6 phuong trinh:
z=1z(t)=x(t)+iy(t),a<t<b
biéu dién tham sb mot dudng cong L trong mp phic.
e Céc diém z(a), z(b)elL lan lugt dugce goi 13 diém dau va diém cudi cia dudng
cong L.
Vidu 1. a) Puong tron tim O ban kinh r c¢6 phuong trinh:
z=r(cost+isint)=rcost+irsint.t[0;27].
b) Doan thing ndi diém O va diém (1+i) c6 phuong trinh 1a z=1+it, t [0; 1]
Vi du 2. Xac dinh duong cong c¢6 phuong trinh:
z=t+1 (0<t<+wx).

Gidi. Tor z=t+! ,tasuyra x=t>0 va y=%.
Khtr t, ta dugc y:1 (x>0).
X

Vay duong cong da cho la nhanh hyperbol y= 1 nim & goc phan tu th nhat cia mat
X

phang phirc.
b) Phan loai dwong cong
e Puong cong c6 diém dau va diém cudi tring nhau duoc goi 1a duong cong dong
(khép kin).
e Puong cong khong cé diém ty cat duoc goi 1a dudng cong Jordan. Pudng cong
Jordan dong con duoc goi 1 chu tuyén.
e Dudng cong L dugc goi la tron néu cac ham so x(t) va y(t) c6 dao ham lién tuc

va khéc 0 trén doan [a;b], c6 nghia la moi diém ctia L déu c6 tiép tuyén.

e Duong cong tao boi mot sd hiru han cac duong cong tron duge goi 1a dudng cong
tron tung khuc.
1.3.2. Mién trong mat phang phirc



a) LAn c4n va mién

e Lancan £>0 cla z,(#00) la hinh tron mo tam tai z,:

U,(z))={zel|z-2|<¢}.

Léan can ¢ cladiém z=w 13|z >¢.

e Tap Dcl dugc goi 1a mot mién trong mit phiang phtc néu théa man dugc hai

diéu kién sau:

1) Véimoi z,eD, ton tai lan can U, (z,) = D.

2) V&imoi a, beD, ton tai duong cong L e D c6 diém dau 1a a, diém cubila b.
Vi du 3.
a) Tap D={zell :|z-2-i|<1} Ia 1 mién.
b) Tap D={zel :[z-1|<1}U {zel :Im(z) <0} khong 1a mién vi véi a, beD, ta co thé
chi ra duoc duong cong L c¢6 diém dau 1a a, diém cudi 1a b, nhung L khoong ndm trong
D.
b) Bién va chiéu caa bién
Diém z, dugc goi la diém bién cua mién D néu trong 1an can bat ky cua z;, déu c6 chira
diém thudc D va diém khong thude D.
Tap hop cac di€m bién cua mién D dugc goi 1a diém bién cia D, ky hi¢u oD .
Néu D 1a mot mién thi D=DuwéD duogc goi 1a mién dong hay mién kin.
Quy udc. Chiéu duong cta bién oD 1a chiéu ma khi ta di doc theo bién s& thay mién D
nam vé€ phia tay trai.
¢) Mién don lién, mién da lién
Xét mién D gidi han boi chu tuyény . Mién nay duoc goi la mién don lién, y chinh la
oD.
Néu D dugc gidi han béi hai chu tuyén y,,y, khong giao nhau, thi mién D dugc goi 1a
mién nhi lién. Khi 46 D = y, Uy, . Tuong tu ta c6 thé dinh nghia mién tam lién, t& lién...
Chuwong 2. Ham bién phirc
2.1. Ham bién phirc
2.1.1. Dinh nghia.

Quy tic f cho twong tng mdi ze D=l vé&i mot hay nhiéu gia tri = f(z)ell dugc
goi 1a mot ham bién phic z.
Tap D duogc goi la mién xac dinh cua f.
Néu mdi zeD tng voi mot gia tri w=f (z)el thi f dugc goi 1a ham don tri, néu mdi

ze D Ung véinhiéu gid tri w= f(z)ell thi f duoc goi la ham da tri.
Vidul. f(z):l la ham don tri co MXD D=0 \{0}
z

Trong D=0\{0}, w=f(z)=+z 1 ham hai tri.
Vidu 2. Cho f(z)=z-3Imz. Tinh f (1), f (-2i), f (1-2i)



Vidu3.Cho f(z)=3z+z . Tinh f(~1+3i)
2.1.2. Phan thwe va phin 4o clia ham bién phirc
Véimdi zeD, w=f(z)el néntaco thé viét: w=f (z)=u(xy)+iv(xy)
Céac ham u(x,y)=Rew, v(x,y)=Imw lan luot duoc goi 13 phan thuc va phan 4o cua
ham f(z).
Vi du 4. Xé4c dinh phan thyc va phan 4o cla ham w=2*+(1-i)z
Vidu 5. Xac dinh phén thuc va phén aocuaham w=7- 1
z
¢) Ham kha tich
Dinh nghia.
e Ham @=f(z) kha vi trong mot lan can cua z duoc goi la giai tich (con goi 1a
chinh hinh) tai z .
Diém z ma tai d6 ham w= f (z) khong giai tich dwoc goi la diém bat thuong clia z.
e Ham w=f(z) kha vi tai moi diém z thudc mién D thi dugc goi 12 gidi tich trong
mién D.
Chay.
e Ham o= f(z) giai tich tai diém z, thi kha vi tai z,, nguoc lai noi chung khong
dang.
Chang han, ham f(z)=2zz kha vi tai z=0 nhung khong gii tich tai diém do.
e Ham w=f(z) gii tich trén mién m& D khi va chi khi f(z) kha vi trén D.
Vidu 6. a) Him o =7 khong giai tich tai Vzel .
b) Ham @ =z" kha vi tai Vz el nén giai tich trong [ .
Z
q 17
Hai diém z =+i la diém bat thuong cua ham w.
2.2. Tinh lién tyc cia ham bién phirc
2.2.1. Gi6i han cia ham bién phire
Dinh nghia. Cho ham bién phirc f (z) xéc dinh trong 1an cén ciia z,( ¢6 thé trir diém z,

c) Ham o =

giai tich tai vz ell \{#i}.

). 86 phitc a=oo dugc goi la gii han cia f(z) khi z— z, , ky hiéu lim f (z)=a , néu:

-7,

Ve>0,36>0:z-z|<5=|f(z)-a|<¢ .

Ham phite f(z) duge goi 1a c6 gi6i han » khi z— z,, ky hiéu lim f (z) =00, néu:

-7,

vM >0,35>0:|z—zo|<5:>‘f(z)‘>M

Céc gidi han lim f (z)=a,lim f (z) = dugc dinh nghia twong tu.

Z—>0 Z—0

Dinh Iy. Néu ham phte f(z)=u(x,y)+iv(X,y), z, =X, +iy,va a=a+if thi:



zILrQ f(z)=a< xIlﬁrp0 u(x,y)=a, XILT) v(x,y)=28
Y—Yo Y—=Yo
2.2.2. Ham s lién tuc
Binh nghia. Cho ham f (z) xac dinh trong mién chira z,. Ham f (z) duoc goi la lién tuc

trong mién B néu f (z) lién tyc tai moi diém x e B.

Nhan xeét.
Néu f(z)=u(x,y)+iv(xy) lién tuc tai z,=x,+iy, thi u(xy) va v(x,y) lién tyc tai
(% Yo)-
Céc tinh chit va phép tinh gi(’)ri han tuong tu 1am nhu ham thyc hai bién.
Vidu 8. a) Ilm(z +|) 1+| +i=3i.
\ . 1 1 X =Y A
b) Ham phirc f(z)=;= x+|y v +i Y. lién tuc trén [ \ {0}.

2.3. Ham giai tich
2.3.1.Pao ham ciia ham bién phirc
a) Dinh nghia
Cho ham w= f (x) x4c dinh trong mién D chua diém z=x+iy. Cho z mdt sb gia

Az =Ax+idy . Goi Aw= f(z+Az)- f(z) 1a mdt s6 gia twong mg clia f(z).

A . A A A e A s , . . . , N e r
Néu ti s6 22 dan t6i mot gidi han xac dinh khi Az —0 (theo moi cach) thi gid1 han do

Az
duogc goi la dao ham cia w= f(z) tai diém z . Ki hiéu f'(2).
Tacé: 1/(2)=lim 22— jim 1 (2+22)=(2)
Az—>0 A7z A0 AZ
Chayy.

o () c6 dao ham tai diém z thi dugc goi 1a kha vi tai diém z.
o f(z) codao ham tai diém z thi lién tuc tai diém z.
e Dao ham cua ham bién phtic ¢ cac tinh chit va quy tic twong ty ham bién sb
thuec.
Vidy 1. Xétham f(z)=2%, ta co:
2 . Af(z) ,
Af(z)=f(z+A2)-f(2)=2z.A2+(Az) = lim——==lim (2z+Az)=2z= f'(z) =2z

Az-0 Az Az—0
Vidu 2. Xétham f(z)=7, taco:
Af(2)=f(z+A2)~ T (2)=2+Az—2=Az = AX+iAy = AX—iAy

Af (z
e Néu Az —0 theo truc thuc thi Ay =0,Az =Ax= AI|rn0 A( ):1
Z—> Z

Af (z)
e Néu Az >0 theo truc 4o thi Ax=0,Az =iAy = Allrrz) A =-1
Z—>! Z



Vay ham f(z)=7 khong kha vi tai moi diém zel .
b) Piéu kién kha vi Cauchy — Reimann
Dinh ly.
e Néu ham f(z)=u(x y)+iv(xy) kha vi tai z=x+iy thi cc ham hai bién thuc
u(x,y) va v(x,y) cé cac dao hamriéng tai (x,y) va théa méan diéu kién C-R:

!_ ’ \ !_ ’
u, =V, vau, =-v,

e Nguoc lai, néu ham hai bién thuc u(x,y) va v(x,y) co cac dao ham riéng lién tuc
tai (x,y) va thoa man diéu kién C-R thi ham f(z)=u(x,y)+iv(xy) kha vi tai

Z=X+iy va:
f(z)=u, +iv,
Nhan x&t.
Do x=2%Z%, y = 2=Z hén ta co:
2 2i

fr_fr ’ f/ !_1f, 1f,_1 ro. oy, . rooay 1 ' ’ - ' '
e =hox fyy =0 f-o =0 (uX +|vx)+|(uy +|vy) =5 (uX —vx)+|(uy +vx) :

Vay diéu kién C-R twong duong véi: % =f'=0.
z

z

Vidu 3. Xétham w=17%,tacod: u=x>—y? v=2xy.

! !
Uy =-2X=-Vv,

Vi du 4. Xét ham

u, =2xX=Vv, . e
Do nén o=z kha vi trén [ .

Z)=z.Rez,taco: f(z)=u=x"+iXxy=>u=x",v=xy.
A 2 2

v, 2X = X x=0
= =

f
'
X
'
y X

, u
biéu kién C-R: {u
Vay f(z)=z.Rez khavitai z=0va f'(0)=u;(0;0)+iv,(0;0)=0.
Vi du 5. Xét tinh kha vi cia ham @=3Rez-7Z.

2.3.2. Piéu kién dé ham bién phirc gidi tich

e Néu u(x,y) va v(x,y) la hai ham diéu hoa lién hop (nghia 1a thda mén diéu kién

C-R) trong D thi ham f(z)=u(x,y)+iv(xy) giai tich trong D.
Nhan xét.

e Cho truéc mot ham diéu hoa, ta co thé tim duoc ham diéu hoa lién hop vo1 no (sai
khac 1 hang s6). Vi vay, khi cho trude phan thuc hodc phan ao cia mét ham giai
tich, ta c6 thé tim thay dugc ham gidi tich do (sai khac 1 hang s0).

Vi du 3. Tim ham giai tich f (x).
Cho biét phan thyc u=x*-y*+2x va f(0)=0.



2.3. Quan hé giira ham giai tich va ham diéu hoa
2.3.1. Ham di€u hoa
e Dinh nghia.
Ham hai bién thuc u(x,y) dugc goi 1a ham diéu hoa trong mién D néu u(x,y) thoa min
phuong trinh Laplace: Au=u’, + uSz =0.
Vidu 1. a) Him u=x?-y? 12 ham diéu ho vi uy, +uy, =2-2=0.
b) Ham u =1In (x2 — yz) 12 ham diéu hoa trong toan mit phang trir gbe toa do.
e Dinhly.
Néu ham f(z)=u(xy)+iv(x,y) la ham giai tich trong mién D thi u(x,y) va v(xy)
1a cac ham diéu hoa trong mién D.
Vidu 2. Him w=e*(cosy+icosy) giai tich trong D.

2.4. Cac ham sé so cap
2.4.1. Ham so hiru ti

n n-1
f(2)- aozrn +alzm_1+...+an
byz" +bz" +...+D,
Céc truong hop riéng cua ham hiru ti
e Ham tuyén tinh: f(z)=az+b, Dell.
e Ham liy thira: f(z)=z"nel, Dell.
e Hamdathuc: f(z)=a,2"+az"" +..+a, Dell .

e Ham phan tuyén tinh: f(z)= SZZ +§ , Dell \{—%}.
+
2.4.2. Haim mii va Logarit
a) Ham mt
e’ =¥ =e*(cosy+isiny)
Tinh chat. *Néu z=x thi e? =e*.
e‘l=1e*|>0,vVzel .

5+,

sete” =g
*Ham o =e’ tuan hoan véi chu ky 27i.
*Ham w=e kha vi v6i moi zell va (ez)I =e’,
b) Ham Logarit w = Lnz

e Dinh nghia

V6i z=r(cosp+ising)=re”, taco: Inz=Inr+i(p+k2r), (0<p<2r).

Chon k=0 va ky hiéu Lnz, ta duoc: Lnz=Inr+ip, (0<p<27).

e Tinh chét

* Ham Lnz 1a ham don tri x4c dinh trén 0 \{0}.



* Lnz(z.z,)=Lnz +Lnz,.

« Ham w=Lnz kha vi vzell \{0} v (Lnz) =%.

2.4.3. Cac ham luwgng giac va hyperbol

N . 1,/ . .
e Ham cosin: cosz = E(e'z +e"Z).

e Hamsin: sinz:i(eiz—e“z).
2

z -7

€ +e€

e Ham cosin hyperbol: chz = =cos(iz).

z -7

€ —€

e Ham sin hyperbol: shz = =—isin(iz).

Tat ca cac tinh chat va cong thirc lwong gidc da biét cling dung véi cac ham luong giac
phtrc. Cac ham hyperbol xac dinh lién tuc trén [ .

Bai tap chuong 2.

Bai 1. Khao st tinh chinh hinh ctia ham phitc  f (2)=27 +2[z[°

Bai 2. Xét tinh kha vi cia ham f (z) va tinh dao ham( néu ¢6 ) tai diém z, = x, +y, thuge
mién kha vi.

1) f(z)=2 Im(iz) 2) f(z)=€"

Bai 3. Cho anh xa phan tuyén tinh f thda méan bién cac diém z, =1z, =i; z,= oo lan lugt
thanh céc diém w, =0;w, =oo; w,=2i . Tinh f (2i)

Chuong 3. Tich phan ham phirc

3.1. Tich phan duwong cia ham phirc

3.1.1. Dinh nghia

Cho duong cong dinh hudng Jordan C, tron tung khtic, c6 phuong trinh:
z(t)=x(t)+iy(t), t:a—b va ham phic f(z) xac dinh lién tuc trén C. Chia C thanh n

diém chia lién tiép: z(a)=12y,2,...2, =2(b). Trén mdi cung z, ,z, ta chon tiy ¥ diém
t, (k :1_n) valap tong S, =D f(t)(z, —z.,) -
k=1
Néu khi |Az|=|z,—z,,| >0 , tong S, dan dén giéi han 1a | €0 ( khong phu thudc vao
cach chia va chon diém t,) thi I duoc goi 1a tich phan ctia f(z) doc theo C huéng tir z,
dén z, . Ky hiéu I f(z)dz
C

e Néu duong cong co diém dau va cudi 1an lugt 13 A, B thi ta ky hiéu I f(z)dz.
AB



e Néu duong cong c¢6 diém dau va cudi trung nhau thi ta ky hiéu [ﬂ f(z)dz voi chieu
C

cta C 1a chiéu duong.
3.1.2. Tinh chat )
Tich phan duong ham phutrc doc theo C c6 céc tinh chat nhu tich phan duong loai 2:

. i[af (z)+bg(z)|dz =a£ f (z)dz+b£g(z)dz

e NéuC=CuUC,;CNC, =@ thi [f(z)dz=f(z)dz+ | f(z)dz

. If(z)dz:—j f(z)dz 1 2

AB BA
e Goi L la d¢ dai ciia duong C va M =max|f (z)

If(z)dz

Cc
3.1.3. Phuwong phap tinh

a) Dwa vé tich phan xac dinh

Néu phuong trinh ctia C: z(t)=x(t)+iy(t), t:a—b thi

_[ f(z)dz :J':’ f(z(t)).z'(t)dt

C

Vi du 1. Tinh tich phan | = _[ (E)zdz, trong d6 C 1a doan thang ndi tir gbc toa d6 O dén

(o}

, ta ¢6 cong thuc udc luong tich

phan: <ML

diém 1+i.
Vi du 2. Tinh tich phan | = _[ (E)Zdz , trong d6 C 1a nira dudng tron don vi ndi tir z=-1
C
dén z=1.
b) Bi€u dién tich phéan theo phan thyc va do ctia f (z)
I f(z)dz =Iudx—vdy+ijvdx+udy
C C

C

Vi du 3. Tinh tich phan I zdz, trong d6 C 1a doan thang ndi tir diém z=2+i dén diém
C

z=0.

Vi du 4. Tinh tich phan j (1+i—22)dz , trong d6 C 14 cung parabol y=x> ndi tir diém
C

z=0 dén diem z=1+i .

3.2. Dinh ly Cauchy

3.2.1. Pinh ly Cauchy cho mién don lién

a) Dinh ly. Néu f(z) giai tich trong mién don lién D va lién tuc trén bién C=aD thi

[[jf(z)dz:o

C



Vidul. j 2 gz-0
=1 Z +4
b) Hé qua
e Néuham f(z) gidi tich trong mién don lién D va C la duong cong kin ndm trong
D thi [ﬁf (z)dz=0.
C
e Néuham f(z) gidi tich trong mién don lién D, thi tich phan mf (z)dz véi moi
C
duong cong C nam trong D ¢6 cung diém dau va diém cudi nhan gia tri nhu nhau.
Vi du 2. Tinh tich phan | = J.szz , trong d6 C 1a cung y=x*—3x? ndi z=0 véi z=1-2i.
C

3.2.2. Pinh Iy Cauchy cho mién da lién
a) Dinh ly 1. Cho mién D — n lién (n>1) c6 bién éD gébm C,,C,,...,C, trong d6 C, bao
cac chu tuyén khéc va cac chu tuyén C,,..,C, nim ngoai nhau. Néu f (z) gidi tich trong
D va lién tuc trén bién thi [ﬁ f(z)dz =[|j f(z)dz +Uj f(z)dz +...+[ﬁ f(z)dz

G G, G Cy
b) Dinh Iy 2. Vi gid thiét nhu trong dinh 1 1, ta co: [f) f (z)dz=0

oD

Vi du. Tinh tich phan 1 :I trong d6 » 1a chu tuyén tron khong di qua i%

ZZ

3.3. Tich phan bz‘it’dinh. Cong thirc Newton — Leibnitz
3.3.1. Tich phan bat dinh

Ham giai tich F(z) duoc goi la nguyén ham ctia ham giai tich f(z) trong mién D néu
F'(z)= f(z).Khid6, F(z)+C (véiC 1a hing sb phtc ) ciing la nguyén ham cia f(z).
Tép tat c cac nguyén ham ciia f(z) c6 dang F(z)+C va dugc goi 14 tich phan bt dinh
cia f(z).Kyhi¢ula [ f(z)dz.
3.3.2. Cong thirc Newton — Leibnitz
e Néuham f(z) giai tich trong mién don lién D va F(z) la mdt nguyén ham cia
f (z) trong D thi:

=F(z)-F(z,).vz,2,eD

Chury.

e Tich phan ham f(z) doc theo duong cong C chi dugc ap dung cong thirc Newton
— Leibnitz néu C nam trong mién don lién ma trong d6 ham f (z) giai tich.

e Cic phuong phap tinh tich phan d6i bién va timg phan di biét van dung cho tich
phan phirc.



Vi du 1. Tinh tich phan | = [3z°dz, trong do:
C

C 1a duong cong ndi diém z=1va z=2.
1+i 100

Vi du 2. Tinh tich phan | = [ z(z-1) dz.

1
Vi du 3. Tinh tich phan 1 = j ze'dz .
0

Bai tap.

Tinh céc tich phan sau:

1)1 = [z Re(iz)dz , C la doan thing néi tir diém z=-2i dén diém z=-1+3
Cc

1)1 =[z (£ ~iz)iz. C la doan thing néi tir diém z=2i dén diém z=-3;
C

b) Bi¢u dién tich phan theo phin thyc va o ciia f(z)
I f(z)dz= Iudx—vdy+ijvdx+udy
C C C

Vi du 3. Tinh tich phan I zdz, trong d6 C 1a doan thang ndi tir diém z=2+i dén diém
C

z=0.
Vi du 4. Tinh tich phan j (1+i—22)dz , trong d6 C 1a cung parabol y=x> ndi tir diém

C
z=0 dén diém z=1+i . S
CHUONG IV. CAC PHEP BIEN DOI

4.1. Phép bién ddi Laplace

4.1.1.Pinh nghia bién déi Laplace.

Pinh nghia. Gia st x(t) 1a ham s6 thue xac dinh v6i moi t >0 . Bién doi laplace cua ham
s6 x(t) duoc dinh nghia va ky hi¢u:

L{x(t)} = X(s) = Te‘s‘x(t)dt

v6i s 1a bién sd phuc, x(t) dugc goi la ham géc, X(s) duoc goi 1a ham anh cua
phép bien doi. , ‘ ,

Phép bién doi Laplace cia ham s6 x(t) dugc goi Ia ton tai né€u tich phan héi tu véi
gia tri s thude rpién nao d6. Truong hop nguoc lai ta ndi phép bién doi Laplace ctia ham
sO X(t) khong ton tai.

Nhan xét.
1. L 13 ki hiéu cua toan tir Laplace, tic dong 1én ham s x(t) thu duoc ham sb X (s). Mién
xéac dinh chtra bién s6 phuc thudng dugc goi 1a mién tan sé phirc.



2. Can dudi cua phep tinh tich phan bang 0, diéu d6 c6 nghia phép blen d6i da bo mat
thong tin phan t <0 cua ham goc x(t). Luc ndy X(s) chi mang thong tin ve x(t) véi t>0

. Tuy nhién van dé nay khong gip tro ngai gi trong cac bai toan ung dung.
Ham x(t) duoc goi la ham nhan qua néu x(t) =0 khi t <0
Dinh nghia ham nhay don vi
_Jo t<0
)= {1 £>0
A s iy . 0 t<0 .. . A s N AR 2
Nhan ham x(t) vai n(t) taco x(t)r(t) = {x(t) 50 la mot ham nhan qua. Tur day co
nhan xét rang X (s) mang day du thong tin v& x(t)n(t).
Vi du 1. Tim bién di Laplace ctua x(t) =c, c: const
0 T
c}= Jce‘“dt =clim|edt= E(l— lim e‘S‘)
0 S

T —oo T
0

bat s=o+ jo = lim e = lim e (cosaT + jsinaTl)
Do ham s6 cosaT + jsineT 13 bi chin, gidi han trén hoi tu khi o >0
Vay L{(:}:E v6i Re(s) >0

s

Vi du 2. Tim bién d6i Laplace ctua x(t) =t
o T —st —st\T
. . t
t}:jte’“dt: lim Ite’“dt: lim|[-°—_¢ -
0 T 5 T S S 0

—, Re(s)>0

Vi du 3. Tim bién d6i Laplace cua x(t) =e* v6i k e R,k : const
0 T k)t T
L{e"t} = '[e’“ektdt = lim je‘“”dt =lim
0 T—>w© 0 T —w k —S 0

1
=—— Re(s)>k
" (s)

Vi du 4. Tim bién d6i Laplace ctuia x(t) =sint
L{sint} = X(s) =Ie‘5tsintdt =1—(se“"‘sint‘:)—szje‘St sintdt
0 0

1
1+5°

= (1+5%) X () =1=> X (5) =

4.1.2. Piéu kién ton tai
Pinh nghia. Ham x(t) 1a ham bac mi khi t — o0 néu ton tai mot s6 thuc « va so thuc
duong M, T sao cho:



|X(t)] < Me”™ véimoi t>T
Gié tri o, nho nhat trong tap cac gid tri o dugc goi 14 bién hoi tu.
Nhan xet. ‘Phén ‘lé'n cac ham t,Oén }100 trong cac ing dung la ham bac mii.
Dinh ly veé su ton tai cua bien doi Laplace.
Néu mot ham nhan qua x(t) lién tuc ting phan trén doan [0,0] va la bac mii voi

bién hoi tu ¢, thi bién d6i Laplace cia x(t) c6 mién hoi tu 1a Re(s) >« .
4.1.3. Céc tinh chat ciia phép bién déi Laplace.

~ a) Tinh tuyén tinh. . ) o
Neéu x(t), y(t) c6 bién doi Laplace, a,f la cac hang so thi ax(t)+ gy(t) cling c6 bién doi
Laplace va: L{ax(t)+8y(t)}=al{x@®)}+AL{y()}

7
1+s°

Vi dy. L{3+7sint) =L {3} +7L{sint} ==+
a) Tinh dong dang

Néu L{sina)t}:l. 1 o thi véi moi a>0 , L{x(at)}:ix(gj

o, $¢ $P+a’
1+—
w

1 o
' 2 S2_|_a)2

Vidu. L{sinet}=

SR

S

1+—
0)2

b) Tinh dich chuyén anh

Néu X(s)=L{x(t)} thivoimoi aeR, L{e*x(t)}=X(s—a)
1)

(s—a)’+ o’

¢) Dao ham cua phép bién doi

Gia s X (s) = L{x(t)}, n la mot s6 nguyén duong thi

L{t"x(t)} = (1)’ %

nd" (1 n!
L{t"l =(-1 ==
{ } ( ) dSn (S) Sn+l
d) Bién doi ciia dao ham
Gia s X (s) = L{x(t)} thi L{X'(t)}=sX(s)—x(0)

Téng quat  hon, néu x(t) c¢6 dao ham dén cép n thi
L{x™(t)} =5"X (s) =s"*x(0) =" *X(0) —... - x" ' (0)

Vi du. L{coswt}zL{(smwtj}zi.s @ _sin0=—, >

Vi du. L{eat sin cot} =

Vi du.

® o S*+w s+

4.2. Bién ddi Laplace nguoc



4.2.1. Pinh nghia. Cho ham X(s) , néu ton tai x(t) sao cho L{x(t)}=X(s) thi ta néi x(t)
1a bién d6i nguoc cia X (s), ky hiéu x(t) = L {X(s)}.

Vi du. Tim L 1 {irenmidn Re(s)>2
(s+3)(s-2)
11
Tacé L 5 .5

0: = +
(s+3)(s—-2) s+3 s-2

0 B :_EL{L}AL{L}:_EG—m+lezr
(s+3)(s—2) 5 |s+3)] 5 [s-2 5 5

4.2.2. Tim bién d6i nguwoc ciia ham phén thire hiru ty

P(s)

Cho ham sb X (s) trén mién s phirc c6 dang phan thirc hitu ty X (s) = o)’ trong do bac

ctia da thitc Q(s) 16n hon bac cua P(s) . Phan tich X (s) thanh tong cac phan thic toi gian
loai 1 va loai .

+ Cac phan thtrc hitu ty loai 1: 1 hay % aeR
s—-a (s—a)

e
s—a (s—a)' (n-1!

Ms+ N
((S+a)2+co2)

+ Céc phan thtc hitu ty loai 2: , M,N,a,weR . St dung tinh chat dich

chuyén anh ta c6 thé dua cac thirc hitu ty loai 2 vé mot trong hai dang sau: ( . 2)n
S“+w

hoac -
2 2
(s°+o?)

3 +3s+2 1 . 2(s+2) 1
(s—2)(s*+45+8) s-2 (s+2)*+4 (s+2)*+4
L1 35?2 +35+2

(s—2)(s* +4s+8)

Vidu. X(s)=

} =e” +2e* cos2t — % e sin 2t

Bai tap. o ,
1. Tim bién d6i Laplace ctuia cac ham so sau:
a.e” b. cos(2t)
c. 3t* —2sin(3t) d.te
e t’e™ f.t°cos(2t) +tsin(2t)

2. Tim bién do6i Laplace ngugc cua cac ham soé sau:



s+3
s +55+4
(s+4)e™™
sP+7s+8 o ) ]
4.3. Ung dung cta bién doi Laplace dé giai phwong trinh vi phan tuyén tinh

g
b. —
S

Phuong trinh vi phan tuyén tinh hé sé hang 1a cic phuong trinh c6 dang
d"x d"*x
a, +a
dt dt
Giai phuong trinh vi phéan tuyén tinh hé sb hing noi trén 14 tim ham sd x(t) v6i ham sb
f(t) cho trudc va cac diéu kién dau x(0),x'(0),...,x"?(0) cho trudc. Dya trén cac tinh
chat bién ddi ctia dao ham , cac phuong trinh vi phan tuyén tinh dugc dua vé phuong
trinh dai s6. Nghiém ctia phuong trinh vi phan dugc suy ra tir nghiém ctia phuong trinh
dai s6 thong qua phép bién ddi Laplace nguoc.
Vi du. Giai phuong trinh vi phan x”+5x'+6x=2e",t>0
x(0) =1
x'(0)=0
Bién doi Laplace ca hai vé ctia phuong trinh vi phan:

+...+al%+a0 = f(t),voi a,a_,,..a, la cac hing sd.

vo1 diéu kién dau: {

$2X (5) — $X(0) — X'(0) + 58X (5) —5x(0) + 6X (5) = ﬁ
L X(s) = S+6s+7 A LA A
(s+1)(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3
S +6s+7
A= (s+2)(s+3)|_,
S +6s5+7
A= (s+1(s+3)|_, =1
S +6s+7
A3_m32_3——1
Vay = X(s) = t 1

s+1 s+2_s+3
x(t)=e'+e ' -,
4.4, Bién doi Z
4.4.1. Bién d06i Z
Dinh nghia. Cho day s6 {x,}, bién d6i Z ctia day {x,} dugc dinh nghia la:

Z{x,}=X(2)= i vl

Z 1a toan tu cuia phép bién doi va z" 1a nhan cia phép bién doi.



Vi dy. Tim bién doi Z cua day so sau:

2" n>0
X, =
{0 n<o0

Giai.

<1

< < = (2 1_(2j 1 2
X(2)=> xz"=>2"7" =Z(Ej = Lim 22 = VGl

n=0 n=0 Z

Hay X(z):ZTZ2 Vi [z]>2

Vi du 2. Tim bién ddi Z cua day sb {(—%j }
0

(3]
- =1\ L, & 1Y) . 2z 2z : 1
Giai. X(z)= -—|z"= —— | =Lim = Vol |z|> =
®-3]) 7 -Elo) i g il
212
Mién hgi tu cua bién doi Z.
Tap hop tat ca céc gia tri z ma tai d6 chudi ham z X,z™" hoi tu dugc goi la mién hoi tu

N=-o0

ctia bién doi Z. Mién hoi tu duge ky hiéu 1a RoC{X ()} .

Tiéu chuan hoi tu Cauchy. Xét chudi sb Zun . Néu Limyu, <1 thi chudi s6 hdi tu,
n=1

nguoc lai chug),i s6 trén 13 phan ky. o
Ap dung quy tac hoi tu Cauchy vao cong thure bién doi Z:

0 © -1
X(2)=D X2 " =X+ %2 "+ > x27"
n=—o n=1 n=—o0
Pé X(z) hoi tu thi dong thoi ca hai chudi thanh phan déu phai hoi tu.

Xét > x,2™", theo tiéu chuan Cauchy chudi nay hoi tu khi va chi khi |z|> Lim|xn|%

N—o0
n=1

1
Xét > x,z", theo tiéu chuan Cauchy chudi nay hoi tu khi va chi khi

n=—cw

12| < Lim|x |7

nN—oo

4.4.2. Bang cac bién ddi Z thong dung



{x.} Z{x(t)} =X (z) Mién hoi tu R,C

1 n=0 1 moi z
Xn:5n:
0 n#0
1 nx>0 z | x|>1
X, = —
0 n<O z-1
‘- a" n>0 Z lz|>]a|
" l0 n<o0 ' z-a

a: 1a hang sb

n n>0 z lz|>|a|
X =
" |0 n<O (z—l)2
y na"* n>0 z
= ’ 2
"o n<0 (z-a) |z|>|a]
a: la hang sb
cosg,n n>0 z(z—cosa, ) [z|>1
X =
" 0 n<0 2° —2zc0s @, +1
cosa,n n>0 zsin w, |z]>1
"0 n<0 2° -2zcosw, +1

4.4.3. Bién ddi Z nguoc
Cho ham phtrc X (z), néu ton tai {x,} sao cho Z{x,}=X(z) thi {x,} duoc goi 1 bién doi
Z nguge cua X (z), ky hidu {x,}=Z"[X(z)].

Tim bién d6i nguoc clia X (z): Khai trién thanh tong céc phan thic don gian.

27— 1|=a" n>0




B m!

Z{( / ](n—l)(n—z)...(n—m)anml

Vi du: Tim bién d6i Z nguoc ctia ham s6 ham so:

1)X(z):£
2 X6
3) X(z): 2z2+1

(z+1)(z+2)

n>m+1



