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Ly thuyét xac suat va thdng ké toan hoc la mét nganh khoa hoc
dang giu vi tri quan trong trong cac linh vuc (ng dung réng rai va
phong phi cla ddi séng con ngudi. Cing v8i su phéat trién manh mé
cta khoa hoc va cng nghé&, nhu cdu hiéu biét va sir dung cac coéng
cu ngau nhién trong phan tich va x{r Iy théng tin ngay cang trd nén
d4c biét can thiét. Cac kién thirc va phuong phap clia xac suét va
théng ké da ho trg hiru hiéu cac nha nghién cltu trong nhiéu linh vuc
khoa hoc khac nhau nhu vat ly, héa hoc, sinh y hoc, ndng hoc, kinh
té hoc, xa hoéi hoc, ngén ngif hoc...

Trong mét chuc nam gan day, giao trinh xac suét thdong ké da trd
thanh co sd clia nhiéu nganh hoc trong cac trudng dai hoc va cao ding,
tif d6 xudt hién nhu cau hoc tap va nghién cltu (g dung rat Idn, nhat 1a
dai vai sinh vién cac nganh khoa hoc khdng chuyén vé toan. D& thoa
man yéu cau dé, gido trinh nay cé gang dap (mg doi hoi ciia déng dao
sinh vién nham hiéu biét sau sdc han cac khai niém va phuong phap
tinh xac suat va thong ké dé hoc tap dat hiéu qua cao hon ciing nhu
(g dung mon hoc vao nganh hoc va mdn hoc khac.

Gido trinh xdc sudt théng ké dugc viét cho thdi gian giang day
|a 60 tiét hoc. Do déi tugng sinh vién rat da dang véi trinh d6 toan co
ban khac nhau, ching t6i da ¢d gang tim nhimg cach tiép can don
gian va hop ly, va nhu vay da budc phai bét di phan nao sy chat ché
hinh thifc (vén rat dac trung cho toan hoc) dé giap ban doc tiép can
dé dang hon ban chat xac suat cla cac van dé dat ra va tang cuong
ky nang phan tich, x ly cac tinh huéng, tir 8 dan dan hinh thanh
mot hé thang khai niém kha day da dé di sau gidi quyét cac bai toan
ngay cang phuc tap hon.

Gi&o trinh dugc chia thanh 6 chuong gdm 3 chuong danh cho phan
xac suat va 3 chuong cho phan phan tich thdng ké. Nhimg khai niém va
cdng thirc co ban dugce trinh bay tuong d6i don gian, dé hi€u va dugc



minh hoa bang nhiéu thi du 4p dung. Cac chitng minh khé dugc lugt bét
cb chon loc dé€ gido trinh khéng qua cong kénh, mac di vay cac céng
thre va van dé lién quan déu duge nhac dén day da dé tién khéng chi
cho hoc tap sau hon, ma con ¢o ich cho nhimg ban doc mudn tra cl,
tim t6i phuc vu cho g dung va tinh toan théng ké. Cudi méi chuong cé
mot loat bai tap danh dé ban doc tu gidi nhdm hiéu biét sau sic hon ly
thuyét va rén luyén ky nang thuc hanh.

Hy vong rang giéo trinh ¢ ich cho ban doc xa géan, cac sinh vién,
can bd gidng day d cac trudng dai hoc va cao dang, cac can bd khoa
hoc va kinh t&€ mudn tut hoc va tu nghién clru xac suat thang ké — mén
hoc thudng dugc coi la khé tiép thu. Tac gia cling cadm on moi y kién
gép y dé quyén sach sé ngay cang dudc hoan thién hon dé gép phan
nang cao chat lugng day va hoc mén hoc nay.

Trong l1an tai ban nay tai Nha xuat ban Bach Khoa — Ha Néi, mdt sé
16i ché ban da dugc slra chita. Tac gid mdt 18n nira t6 10i cdm on dén
nhimg y ki€n gbp y cla ddng dao ban doc dé cai tién gido trinh trong
|an tai ban tiép theo.

TAC GIA



Chuong |
SU KIEN NGAU NHIEN VA PHEP TINH XAC SUAT

§1. KHAI NIEM M3 PAU

1.1. Su kién ngau nhién

Khai niém thuong gap trong ly thuyét xac suit 1a su kién
(ma khong thé dinh nghia chat ché). Su kién duge hiu nhu 13
mot su viée. mdt hién tuong nao dé cua cude séng tu nhién va
xa ho.

Khi thyc hién mét tap hgp diéu kién xac dinh, néi tat 1a bd
didu kién, goi }a mot phép thiz, cd thé ¢6 nhiéu két cue khac nhau.

Thi du 1.1. Gieo mét con xte sic dong chat trén mot mét
phang (phép thi). Phép thii nay c6 6 két cuc 1a: xuit hién mat
1, mat 2,..., mat 6 chdm. Mai két cuc nay cling véi cac két qua
phic tap hon nhu: xuat hién mét cé s6 chim chin, mét c¢6 s
cham bdi 3, déu c¢b thé coi 1a cac su kién. |

Nhu vay két cuc cia mot phép thi 14 mét truong hdp riéng
cua su kién. D& cho tién 1gi sau nay, ta ky hiéu sy kién bang
cac chit cai in hoa A, B, C, ... Su kién dudc goi 1a ¢t yéu, néu
né chic chin xay ra, va dude goi 1a bt khd. néu né khéng thé
x4y ra khi thuc hién phép thi. Con néu sy kién cé thé xay ra
hoic khong sé duge goi 1a si kién ngau nhién. Tit 6, theo mot
nghia nio d4, cé thé coi cac su kién tat y&u, ky hiéu 1a U, va
bat kha, ky hidu 1a V. nhu cac truong hdp riéng caa sy kién
ngau nhién. Thi du, dudi nhitng diéu kién xéac dinh, nude déng
bang & 0°C 1a su kién tat y&u; khi gieo mot con xuc xéc, vide
xuatl hién mat bay cham 14 su kién bat kha...



D& md td mot phép thit ngudi ta xac dinh tap hgp cac két
cuc c6 thé c6. Tap hop tat ca cac két cuc cia mdt phép thu
(dudc goi 1a cac s kién so cdp, ky hiéu 14 @) tao thanh khéng
gian cac su kién so cdp, ky hiéu 14 Q = {w, { € I}, I 1a tap chi
s8, ¢6 thé v6 han (d€m dude hoic khéng d&m dugc). D& thay
trong thi du 1.1, néu ky hiéu A; — sy kién xuét hién mit i
chim (i = 1,6) thi Q ={A,, A,, A;, A,, A, A = {4,,i= 1,6}.

Trong nhiéu hién tugng hang loat khi thuc hién nhiéu lan
cung mot phép thi, ta thay tan suat xudt hién mot su kién A
nao dé chénh léch khong nhiéu so v4i mét sé dac trung cho
kha nang xuat hién A. S8 d6 dudc goi 1 xde sudt xuit hién A
va dude ky hiéu 1a P(A). Nhu vay néu viét P(A) = p ¢6 nghia la
xac suat xay.ra su kién A 1a bang p.

Mbt cau hdi tu nhién 1a. Do dau c6 su kién ngiu nhién? Va
chiing ta c¢6 thé nhan biét dudge ching khong? Thuc ra mbi sy
kién déu xay ra theo quy luat nao do; song do diéu kién thiéu
tri thdc, théng tin va phuong tién can thiét (ca vé kinh phi,
thiét bi 1an thoi gian) nén ta khong cé kha ning nhan thic day
da vé su kién dé. Van dé cang trd nén khé khan hon khi chi
can c6 mét su thay doi bat ngd du rat nho caa bo diéu kién da
lam thay d6i két cuc cla phép thi. Cho nén bai toan xac dinh
ban chat xac sudt cia mot sy kién bat ky trong moét phép thi
tiy ¥ 12 khong thé giai duge.

1.2. Phép toan va quan hé cua cac su kién

Vé mit toan hoc, viéc nghién ciu quan hé va phép toan
trén tap cac su kién cho phép ta xac dinh ching thue chat hon.

(i) Téng cia A va B, ky hiéu 1a A + B, chi su kién khi c6
xudt hién it nhat mot trong hai su kién trén.

(11) Tich cua A va B, ky hiéu 1a AB, chi su kién khi ¢6 xuat
hién déng thaoi ca hai su kién trén.



(iii) Péi ldp cha A, ky hidu 1a A, chi su kién khéng xuit

hién A. RS rang d6i 1ap c6 tinh tuong hd A =AvaA+ A = U,
AA=V, U=V.

(iv) Xung khdc: hai su kién A va B dude goi 1a xung khic
néu ching khéng thé ddng thoi xay ra, ticla AB=V.

(v) Kéo theo, ky hiéu A = B, chi néu xuét hién A thi xuit
hién B.

(vi) Tuong duong, ky hidu A = B, chi viéc néu xuét hién A thi
xudt hién B va ngugc lai.

(vil) Hiéu caa A va B, ky hiéu A — B (hoéc A\B), chi su kién
xuit hién A nhung khéng xuat hién B, tiac1aA — B = AB.

Cac khai niém cho thay tinh déi lap, téng, tich va hiéu cia
hai kién tuong dng vdéi bl, hgp, giao va hiéu cua hai tap hop.
Nhu vay c6 thé st dung cAc tinh chat clia cac phép toan trén tap.
hgp cho cac phép toan trén su kién, ching han ding s6 d6 Ven
trong thi du sau day.

Thi du 1.2. Ky hiéu U la tap vi tru, V 13 tap @ (réng). Khi
da A va B sé la cac tip con cua U va cac phép toan trén A va B
¢6 thé minh hoa bing sd 6 Ven (xem hinh 1.1).
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Kéo theo A = B Tong A + B Tich AB

Hinh 1.1



Tu d6, dé dang chi ra cac cong thic sau:

A+B=B+A, AB = BA (giao hoan);

A+B+C)=@A+B)+C,ABC) = (AB)C (két hdp);

A(B + C)=.AB + AC (phén phoi);

A+U=UA+V=AA+A=A;

AU=AAV=V, AA = A.

Thi du 1.3. Chon tit mot 16 hang ra 5 san pham va ta quan
tdm dén s6 phé& pham trong 5 san pham dé (phép thu).

a) Xac dinh cac sy kién so cép.

b) Biéu dién cac sy kién sau theo cac sy kién sd clp: ¢6
nhiéu nhit 1 phé& pham; ¢6 khong qua 4 phé& pham, ¢ it

nhit 1 ph& pham.

Gidi. a) Ky hiéu A, — trong 5 san pham c6 i ph& phiam. R5-
rangi= 0,5 vaQ={A,, A, A,, A, A, A}

b) Goi A, B va C la cac su kién tudng iing. D& dang biéu
difnA=A,+A,B=A,+A +A,+A,+A,= A, C=A, +A,+

Ay + A+ A= A,

Thi du 1.4. Cho so d6 mang dién trén hinh 1.2 gébm 3 béng
dén. Viéc mang mé4t dién (su kién A) chi c6 thé xay ra do chay
cac bong dén €ky hiéu la A, A,, A,). Hay biéu dién A theo cac

A i=1,2,3).
Giai. A xuit hién khi xay @
ra mdt trong 3 trudng hgp: | . L .
(1) ca ba béng chay, 2 3
(if) chéy hai bong 1 va 2, e O
(1) chay hai béong 1 va 3. Hinh 1.2

TadotacoA=AAA; + AAA + AAA,.



Cé thé dung tinh chit cia mang song song va ndi ti€p dé ¢
mdt biéu dién khac gon hon:
A=A,(A, +A)).
Trong nhiéu bai tap, viéc xac dinh s6 lugng cac sy kién so
cap dua dén sl dung cac két qua cha Iy thuyét t6 hop.

1.3. Giai tich két hgp

Viéc dém s6 cac két cuc cua mot phép thu dya vao md
hinh: chon hi hoa ra k phan ti tif # phin ti cho trude. Néu
phan biét thi ty cAc phan ti chon ra, ta ¢6 khai niém chinh
hgp; néu thu ty khéng phan biét, ta ¢6 t8 hop.

(1) Chinh hgp: chinh hgp chap k tit n 14 mét nhém c6 thi tu
gdm k phan ti 18y ti n da cho. D6 chinh 13 mdt nhém gbm k
phan ti khaec nhau duge xép theo thit ty nhat dinh., S6 cac
chinh hgp nhu vay, kv hiéu la (k < n).

n!
(n-k)!

(i1) Chinh hop ldp: chinh hop lap chap & ti n 1a m6t nhém
c6 thit tu gdm % phan tl c6 thé gidng nhau 14y tit n da cho. D6
chinh 13 mdt nhom gdm % phan tit c6 thé lap lai va duge xép
theo thi tu nhat dinh. S8 cac chinh hgp lip nhu vay, ky hiéu 1a

An =nt, (1.2)

(iii) Hodn vi: hoan vi cua n 13 mdt nhém gom n phén ti
dudc sdp xé€p theo mot thd tu nao d6. R6 rang sé cac hoan vi
nhu vay, ky hiéu 12 P,, chinh 1a s6 cac chinh hgp A va

P.=n! (1.3)

(vt T% hop: t6 hgp chap k tit n 14 mdt nhém (khéng phan
biet 11 tu) gbm k& phan tit khac nhau 14y tit n da cho. S& cac
td hap rhu vay, ky hiéu 1a (& < n) '

(1.1)

A: =n(n-D..(n-k+1)=



Ok = A - n! .
k! Rli(n-k)!

Thi du 1.5. Cho mét tap hgp gdm 3 phén ti {a, b, c}. C6 thée
tao ra bao nhiéu nhém gom 2 phan tu chon tit tap trén?

Gidi:

(i) Néu ta dé ¢ dén thi tu cac phan td va mbi phan ti chi
dugc chon mét lan, s6 nhém thu duge sé 1a A2 = 3.2 = 6; d6 1a
{a, b}; {b, a}; {a, c}; {c, a}; {b, c}, {c, b}.

(ii) Néu van dé y dén thi tu, nhung mdi phan ti dudc chon
nhiéu lan, s6 nhém thu dude tré thanh K; =32=9; d6 la:

{a, b}; {b, a}; {a, c}; {c, a}; {b, ¢}, {c, b}; {a, a}; {6, b}; {c, cf.

(ii)) Néu khéng @€ y dén thi tu cac phan ti va ching chi
dudc chon mét 1an, sd nhém thu duge trd thanh C; =3; 46 1a

{a, b}; {a, c}; {b, c}.

Thi du 1.6. Mbt 16p phai hoc 6 mdn trong hoc ky, méi ngay
hoc 3 mén. Hdi cé6 bao nhiéu cach xép thoi khéa biéu trong
1 ngay?

(1.4)

Gidi. S6 cach x&p can tim chinh 1a sé cach ghép 3 mén tu 6
moén, trong d6 cac cach ghép sé khac nhau néu c6 it nhat mot
moén khac nhau hodc thi tu mén khac nhau. Ti d6 theo (1.1)
ta ¢6 s6 cach can tim la A; = 6.5.4 = 120.

Thi du 1.7. C6 thé danh sb dugc bao nhidu xe néu chi diung 3
con s6 t 1 dén 5?

Giai. Mdi sd thit tu cia mot xe dé thay 1a chinh hop lap chap
3 ti1 5. T d6 theo (1.2) ta c6 s6 lugng xe dude danh s6 sé 13

A, =5%=125.

Thi du 1.8. C6 bao nhiéu cach lap mot hdi déng gbm 3 ngusi
chon trong s6 8 nguoi?
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Giai. .Hf_‘)i dong 12 mét nhém 3 ngudi 14y tit 8 ngudi, do d6
theo (1.4) sé c6 C; = 8Y(3!5!) = 56 cach lap.

Cuéi ciing, d€ ¢ 1a ta da rat quen thude véi khai niém t3 hgp
dudc dung trong cong thic nhi thic Niu-ton

(x+a)' =C’x" +C'x"'a+...+Cix"*a* + ...+ Ca".
n - P ~ = ~ ~ . A . Q n
Tu d6 c6 thé dé dang ching minh (dé y C, =C; =1)
k n-k k k- &
C.=C*,C; =C +C;,.

§2. CAC DINH NGHIA CUA XAC SUAT

2.1. Binh nghia c& dién

Trong muc nay ta lam viéc véi cac phép thi c6 két cuc
dong kha ndng. Khai niém déng kha niang déng vai trd chu
dao va khé ¢6 thé dinh nghia mot cach hinh thie. Xét thi du
don gian sau day:

Thi du 2.1. Trong mdt hdp c¢b6 n vién bi gidng nhau vé kich
¢ va chi khac nhau vé mau séc, trong d6 ¢c6 m bi trdng va n —
m bi db. Rit hi hoa ra mét vién bi (phép thi). Do s6 vién bi la
n nén tdng s cac két cuc khac nhau sé la n, va vi tinh giéng
nhau cta ching nén méi vién bi ¢é cung kha niang dude rit.
B4y gio néu goi A 1a su kién riit dudce bi tring thi trong s6 n
ké&t cuc déng kha ning c6 m két cuc thuan lgi cho A. Vi vay
truc giac cho thay nén chon ty s6 m/n lam xéc sufit cia viéce
xuat hién A.

Dinh nghia. Cho mét phép thu véi n két cuc déng kha
ning, trong d6 ¢6 m két cuc thuan 1gi cho A, khi d6

P(A) _m _sb két cuc thuan Igi cho A ' (2.1)

n tong s6 két cuc c6 thé

11



Dinh nghia trén dude goi 1a dinh nghia cé dién cua xac
suat. Cach tinh xac suéit theo (2.1) ¢6 uu diém 1a tudng d6i don
gian va tryc quan, tuy nhién pham vi ap dung rat han ché chi
cho cac loai phép thit gédm hitu han két cuc dong kha nang.
Trong tinh toan thudng sit dung cac két qua (1.1) - (1.4).

Thi du 2.2. Gieo d6ng thdi 2 con xtc sdc giong nhau. Tinh
x4c suit dé téng s cham thu dudc bang 6.

Gidi. Phép thu c6 6.6 = 36 két cuc (su kién so cdp) khac
nhau déng kha ning. Goi A 12 su kién “tong s6 chdm bang 6,
thi c6 tat ca 5 két cuc thuan 1gi cho A 1a {1,5}, {2,4}, {3,3}, {4,2}
va {5,1} (s6 thit nhat chi sd chdm cta con xtc sic 1, s thd 2 —
s6 ch&m cta con xic sic 2). Vay P(A) = 5/36.

Thi du 2.3. Trong hdp c6 4 vién bi trdng va 6 vién bi dd cing
kich ¢3. Rit hid hoa ra 2 bi, tinh cac xéc suét dé trong do cb:

a) hai vién tring;

b) it nhat 1 vién do;

¢) vién thit hai do.

Gidi. Ta dung dinh nghia ¢d dién & trén.

a) Téng s§ cach dé rit ra 2 bi ¢6 quan tam dén tha tu 1a
A2 =10.9= 90, trong d6 s cach thuan 1gi cho A - rit dugce 2
bi tring — 14 A? = 4.3 = 12; vay xac suit cin tim P(A) = 12/90
= 2/15. C6 thé st dung khai niém t8 hop dé tinh xac suét: tong
s& cach 14y ra 2 bi tit 10 vién bi 1a C?, (khéng quan tdm dén
thit ty), trong d6 dé rit ra 2 bi trdng c6 C? cach. Tt d6 ta cb
cung két qua nhu trén. |

b) C6 thé tinh truc ti€p xac sudt ciia B — su kién rut
duge it nhat 1 bi 4o (tic 1a hodc duge 1 hodc ca 2 bi d6). Dé
thdy sy kién d6i lap B — ca 2 bi déu tring — d3 c6 xac suit
hién bing 2/15. T &6 P(B) = 1 — P(B) = 13/15 (xem tinh
chit cua xac suéit ngay dudi day).

12



¢) Go1 C la sy kién vién b1 thit hai mau do. S& cach
thuan 1¢i cho C bao gém (c6 quan tAm dén tha tu): 6.5 = 30
cach dé1 véi trudong hdp vién bi ddu mau d6 va 4.6 = 24 cach
dol v8i trudng hop bi ddu mau trang. Tu 46 P(C) = (30 +
24)/90 = 3/5. C6 thé 1y luan don gian hon nhu sau: do vién bi
diau khéng biét mau sdc nén théng tin vé ty 16 mau khéng
thay doi véi vién bi thit hai. Vay sy kién C sé c6 cling xac
sudt v4i viée rit hd hoa ra 1 bt d3 ti hop 10 vién ban ddu va
x4c suét cia sy kién d6 rat dé tinh la 6/10 = 3/5.

Dung cong thice (2.1) dé dang ching minh cac tinh chat
sau day cua xac suit (dung cho ca cac truong hop dinh
nghia khac):

(@ 12 P(A) = 0;

(1) P(U) = 1; P(V) = 0;

(iii) Néu A, B xung khéc thi P(A + B) = P(A) + P(B);

(iv) P(A) = 1 - PA);

(v) Néu A = B thi P(A) < P(B).

Pé khéc phuc han ché cta (2.1) chi 4p dung cho cac phép
thu ¢6 h@tu han két cuc, ngusi ta dua ra dinh nghia hinh hoc
cua xac suit. Gai su tap hop (vd6 han) cac két cuc dong kha
ning cua mot phép thi cé thé biéu thi bdi mét mién hinh
hoc G (chéng han doan thing, mdt mién mit cong hoic khéi
khéng gian...), con tap cac két cuc thuan lgi cho A bdi mét
mién con nao dé6 S < G. S& rat hgp 1y néu ta dinh nghia xac
sadt bing ty s6 d6 do cia S véi G (phu thude vao S va G ma
dd do c6 thé 1a d6 dai, dién tich hodc thé tich...). Nhu vay ta
¢ P(A) bang xac suat dé diém’gieo rdi vao S, vdi gia thiét né
c5 thé roi ddng kha nang vao cac diém cta G va
d6 do S

P(A) = ———.
(4) d6 do G

(2.2)

13



Khai niém “roi dong kha nang vao G” c6 nghia 1a diém gieo c¢6
thé roi vao bit ky diém nao cia G va xac sudt dé né rdi vao
mot mién con nao d§ cha G ty 1& véi d6 do cia mién Ay, ma
khéng phu thudc vao vi tri va hinh dang cia mién.

Thi du 2.4. Pudng day dién thoai ngadm ndi mét tong dai
v6i mot tram dai 1km. Tinh xac sudt dé day dat tai ndi cach
tdng dai khéng qua 100m.

Giai. R6 rang néu day dién thoai déng chat, kha nang né
bi ddt tai mot diém bat ky 1a nhu nhau, nén tap hgp cac két
cuc déng kha ning cé thé biéu thi bing doan théng ndi tdng
dai véi tram. Cac két cuc thuan lgi cho A — sy kién ché diit
cach téng dai khong qua 100m — duge biéu thi bing doan
thang c6 46 dai 100m. T 46 theo (2.2) P(A) = 100/1000 = 0,1.

Mot s6 bai toan thuc t& khac ¢6 thé dua vé mé hinh dang
trén. Chi ¥ riang theo cach dinh nghia nay thi su kién c6 xac
suit bing 0 vAn c6 thé xay ra (chdng han mii tén bin tring
mot diém cho trude...). Tinh chit nay rat dac trung cho cac
bién ngau nhién lién tuc sé nghién cu ¢ chuong II.

2.2. Dinh nghia thong ké

Diéu kién dong kha ning cta cac két cuc modt phép thu
khong phai lic nao ciing dudc bao dam. Cé nhiéu hién tugng
xay ra khong theo cac yéu ciu cua dinh nghia ¢d dién, ching
han khi tinh xac sudt mot dda tré sip sinh 1a con trai, ngay
mali tréi mua vao lic chinh ngo, v.v...

Cé6 mot cach khac dé xac dinh xac suit cia mot sy kién. Gia
su tién hanh mot loat n, phép thi cung loai, néu su kién A ndo
d6 xudt hién trong m, phép thu thi ta goi m,/n, 12 tan suit xuat
hién A trong loat phép thi da cho. Tudng tu vdi loai phép thu
thd hai, thd ba... ta cé cac tan suit tuong Ung mi/n,, myn,,...
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Trén co s6 quan sat lau dai cac thi nghiém khac nhau nguoi ta
nhan thay tdn suit xuit hién mét su kién c¢é tinh 6n dinh,
thay d61 rat it trong cic loat phép thit khac nhau va dao dong
xung quanh mdt hang s xac dinh. Su khac biét d6 cang it khi
s6 phép thi tang nhiéu lén. Hon niia d6i véi cac phép thi xét &
muc 2.1 hing s& xac dinh d6 tring véi xac suit theo dinh
nghia ¢b dién. Dac tinh 6n dinh cta tin suit khi s6 phép thi
tang lén kha 16n cho phép ta dinh nghia xac suit cua su kién
14 tri s6 6n dinh d6 cta tin suit xuit hién su kién. Nhung do
hiang s6 d6 chua biét, nén nguoi ta 14y ngay tin suat khi sd
phép thu di 1én lam xac sudt cia su kién. Cach hiéu nhu vay
dudce goi la dinh nghia théng ké cua xac sudt.

Nhu vay xac suat & day 12 mot gia tri gin ding va nhiéu
ngudi cho réang d6 khéng phai 1a mét dinh nghia that su. Tuy
nhién, trong nhiéu nganh khoa hoc thuc nghiém xac sudt dudc
xac dinh theo cach nay dat 46 chinh xac kha 16n va rat phu
hap v4i thuc t& cing nhu véi tinh toan 1y thuyét, nhiéu khi sai
s6 pham phai bé hon nhiéu so vé6i sai s6 do cua thi nghiém. Vi
thé dinh nghia théng ké van dugc thita nhan rong rai va rat cé
v nghia. Ta c6 thé dinh nghia chat ché hon vé mat toan hoc nhu
sau: xac suat cua sy kién l1a giéi han ctia tan suét xuit hién su
kién d6 khi s6 phép thu ting vo6 han. Su hgp ly cua dinh nghia
dude minh ching khong chi biang thuc nghiém ma ca bang ly
thuyé&t (sau nay ta sé thay ro trong luat sé 16n Béc-nu-li).

C6 nhiéu thi du minh hoa tinh 6n dinh cta tin suét khi s6
phép thit kha 16n. Ta ¢d thé tham khao dudi day cac tdn suit
xudt hién mait sap khi gieo mdt dong tién nhiéu lan:

Ngudi thi nghiém S6'lan gieo Sé lan sdp Tan sudt

Buyt-phong 4040 2048 0,5080
Piéc-xon 12000 6019 0,5016
Pi€c-xon 24000 12012 0,5005
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Mat thi du khac: ¢6 thé cho rdng xac sudt phan rd cia mot
nguyén ti Ra*?° sau 100 nam 1a 0,04184 (v8i d6 chinh xac tdi 5
chit s6 sau ddu phay); 6 day s6 lugng nguyén td tham gia thi
nghiém rat 16n (cd 10 — 10%%).

C6 thé kiém tra duge ring xac suit dinh nghia theo thong
ké thoa man cac tinh chat trinh bay ¢ muc trude. Chu v 1a
trong dinh nghia phai c¢6 diéu kién céc phép thu lap la: nhu
nhau, diéu nay trén thuc té khéng dé bao dam nén tan sudt cé
thé phu thudc vao thdi gian. Mic du vay phuong phap xac
dinh x4c suat theo tan suéit c6 pham vi ing dung rit 16n trong
nhiéu nganh khoa hoc va ky thuat. Mat khéc, diém xudt phat
dé xay dung 1§y thuyét xac sudt rnhu la mét khoa hoc ciing
chinh 1a viéc quan sat tinh én dinh thong ké cta cac tan suit
cia vO van cac hién tugng thuc té&. Tir d6 dé hiéu vi sao c6 thé
dinh nghia ly thuyét xac suit nhu 14 mét khoa hoc nghién citu
cac md hinh toén hoc cua cac hién tuong ngdu nhién cé tiuy
suat 6n dinh.

2.3. Dinh nghia tién dé

Céac dinh nghia ¢4 dién va théng ké cia xac sudt ¢6 nhiéu
han ché dé xay dung mét 1y thuyét téng quat. Khai niém cd
dién khong dung dugc trong trudng hgp khéng thé xay dung
mot hé thong ddy da céc su kién ddng kha nang. Trong khi dé,
tdn sudt chi 1a mot gia tri x4p xi @€ danh gia xac suit, chua ké
do1 hoi 14 s6 quan sat phai rat 16n va gia tri tan suat tim duge
phai 16n hon rnhiéu sai s6 do va ca sail sé tinh toan.

Chiing ta bat dau tir hé théng cac tién dé dudi dang do
Kon-md-gd-rop phat bidu. Cac tidn dé d6 (gidng nhu cac tién dé
toan hoc khac) duge thita nhan 1a ding dén, tat nhién can cit
vao kinh nghiém cudc song va hoat ddng thuc tién. Cach tiép
can nay lién hé chat ché 1y thuyét xac sudt véi ly thuyér ham
s6 va tap hgp. Cach xac dinh xéc suit theo tién dé sé chixz
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trong né cac dinh nghia ¢8 dién va théng ké cia xac sudt nhu
la cac trudng hgp riéng.

Ta quay trd lai khong gian cac su kién so cap Q (xem §l),
con ban than cac phan ti 1a gi khéng quan trong. Tiép theo
xac dinh hé théng £ cac tap hop con clia €, cac phan td cta of
duge goi la cac su kién ngau nhién. Ta dat cho of cac yéu céu
hgp 1y sau:

(1) f chita Q.

(i) NSuAvaB e Athi A, B,A+B,AB ¢ .

Hé théng 4 thoa man cac diéu kién trén duge goi 1a dai sé’
Bun. Néu ta yéu cdu thém

(i) Neu A,, A,, ..., A,. ... 1a cac phan til cla o4, thi tong va
tichvbhan A, +A, + ...+ A, + ..., A, ... A,... cling.thubc .
Néu # thoa méan thém diéu kién (i) ta cé mot truong Bo-ren,
hay o—dai 56,

Bay gid ta da c6 thé dinh nghia xac suit:

Dinh nghia. Ta goi x4c suit trén (Q, ) 12 mdt ham sd
xac dinh trén 4 c6 gia tri trong [0; 1] va théa mén 3 tién dé

(T P(QY) =1,

(T,) P(A + B) = P(A) + P(B) (A, B xung khic);

(T,) N&u day {A,} c6 tinh chdt A, = A, Vi <jva

AA,..A,... =V, thi P@A,) ———0.

Xudt phat tu hé tién dé trén c6 thé chitng minh duge cac tinh
chét ctia xac suat da trinh bay & §1, hodc chinh ching da la cac
tinh chit @6 (tién dé 1 va 2). Cha y ring hé tién dé nay chua
ddy di: éng v6i mot tap Q cb thé chon xac sufit theo nhiéu
cach khac nhau. Ngudi ta c6 thé thay tién dé 2 va 3 bing mot
tién dé c6 tén 1a tién dé cong mo rong:
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(T,) Néu day {A,} c6 tinh chat xung khac tiung d61 va
A= ZAn € oA thi
n=1

P(A) = P@A,) + P@A) + ... PA) + ... = 3 P(A).

Dé két luan, c¢6 thé noi rang cach dinh nghia xac suét ¢
day nhin tit quan diém cuaa ly thuyét tap hgp chinh 1a su dua
vao ciing véi Q mot dd do khdng am, truc chuén, cdng tinh, xac
dinh cho moi phan ti ctia tap «4. Nhu vay khi dinh nghia xac
suat ching ta phai cé6 khong chi tap Q cac su kién s cdp ban
dau, ma con phai cé tap cac su kién ngiu nhién o va ham s P
xéac dinh trén d6. T6 hop {Q, 2 , P} sau nay thudng duge goi 1a
khéng gian xdc sudt. -

§3. XAC SUAT cO DPIEU KIEN

3.1. Khai niém

Thuc ra moi xac suat P(A) déu 1a cé diéu kién, vi su kién A
xay ra khi thuc hién mdt bd diéu kién xac dinh. Tuy nhién,
néu ngoai bd didu kién d6 ra con c¢6 thém diéu kién khac thé
hién bﬁpg viéc xudt hién B nao d6, thi ngudi ta dua ra mot
khai niém mdi: xde sudt cé diéu kién cia A biét rang dd xdy ra
B, ky hiéu 1a P(4 | B). Bing truc giac ta ciing thay ring khi c6
B v61 P(B) > 0 thi néi chung “kha ning” xudt hién A ciing thay
ddi; dac biét néu AB = V kha ning d6 triét tiéu, con néu B = A
thi kha néng tré thanh tat yéu. Vay 13, véi diéu kién da cé B,
ngudi ta xac dinh mét cach ty nhién kha nang xuit hién A nao
d6 bang mét sb ty 1é véi P(AB), tic 1a s6 ¢6 dang kP(AB), k > 0.
D& xac dinh hiing s6 & d6, do P(A | B) = kP(AB) 1a mdt x4c sudt
vatachon A =B, P(B|B) = 1, nén kP(B) = 1. Tt d6
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k=t
P(B)

DPinh nghia 1. Gia st trong mdt phép thu ta ¢6 P(B) > 0.
Khi dé xac suit c6 diéu kién cua su kién A nao d6, biét rang da
c6 B, sé& 12 mot sd khong am, ky hiéu la:
P(AB)

P(B) -

Dé ¥ ring néi chung P(A) = P(A | B). Ngoai ra xéc sudt cd
diéu kién c¢6 moi tinh chait ciia mét xéc sudit binh thudng.

" P(A|B)=

(3.1)

Thi du 3.1. Gieo 2 con xic sac giéng nhau. Tinh xic suit
dé ta c6 tong sé chd&m thu dude bing 6, biét rang tong d6 la
mot s0 chan. .

Giai. Ta da biét P(A) = 5/36 (xem thi du 2.2, A 1a su kién
xuat hién tdng cham bing 6). Néu ky hiéu B la sy kién xuit
hién téng chim chin, thi diéu kién dé tinh P(A | B) da thay déi,
tong s0 chan chi tuong tng véi 18 két cuc ctia phép thi gieo 2
con xtic sac. T d6 P(A | B) = 5/18.

Thi du 3.2. Rat tiz bd bai ti 16 kho 52 con 14an lugt ra 2 con
bai. Tim xac suit dé con thi hai li at, bi€t ring con thi nhat
da la at.

Gidgi. Dé thay néu ky hiéu A, 1a su kién con tha ¢ 1a 4t
¢ = 1,2), thi PA, |A1) = % = %, tuong duong véi viéc do da co
A,, viéc tinh xac suat su kién A, dua vé tinh trong trudng hgp
chi con 51 con bai véi 3 con at trong dob.

Pinh nghia 2. Ta néi rang A va B déc lgp (thong ké), néu

P(A|B) = P(A) hoac P(B|A) = P(B). (3.2)

Nhu vay néu A, B ddc lap viée xuat hién sy kién nay khong
lam thay d6i1 x4c suét cua su kién kia. Tuy nhién viéc kiém tra
tinh chat (3.2) trong thuc tién rit khé khan va trong nhiéu
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trudng hop 1a khéng thé. Vi vay dua vao thuc t&€ va truc giac
ma ta thita nhan cac su kién ddc 14p trong cac bai tap sau nay.
Cong thitc tudng ducng cua (3.2), c dé ¢ dén (3.1) 1a:

P(AB) = P(A)P(B). (3.3)

Dinh nghia 3. Ta néi bd sy kién A, A,, ..., A, déc ldp (hay
dée lap trong téng thé) néu

P(A A, ... A )=P(A )P(A,)... P(A) (3.4)
véi moi day (i, ..., ix) gOm cac sé nguyén khac nhau lay ti {1, 2,
very N}

Thi du 3.3. Gieo hai 14n mdt dong tién va ta c6 4 két cuc
déng kha ning (S — ky hiéu mat sap, N — mit ngua)

(1 =1{S8, SN, NS, NN},
R6 rang cac syt kien A =SS+ SN, B=8S + NS, C =88 + NN

1a dbc lap titng ddi do P(A) = P(B) = P(C) = % con P(AB) =

PAC) = P(BC) = :jl; thoa man (3.3). Tuy nhién ching khong
ddc 1ap trong tdng thé do

P(ABC) = % + PLAP(B)P(C) = é.

Nhu vay khéng nén nham 14n hai khai niém déc 14p trong cac
dinh nghia 2 va 3. Khai niém d6c 1ap trong tong thé kéo theo
ddc lap tung d61 (do (3.3) 1a trucong hgp riéng cua (3.4) khi
k = 2), nhung nguge lai néi chung khéng ding.

3.2. Cong thirc cdng va nhan xac suat
1. Céng thiwe nhén xdc sudt
P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A | B). (3.5)

D6 1a hé qua truc tiép suy ra tit (3.1). Tit (3.5) ¢6 thé din ru
cac két qua quan trong:
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(i) Néu A, B d6c 1ap thi P(AB) = P(A)P(B) (xem 3.3)).
(it) Mo rong cho tich n su kién
PAA,.. A)=
= P(A,)P(A, |ADPA,|AA).. . PA,|AA,..A,). (3.6)
(iii) NEu A A, ... A, ddc lap trong tdng thé, thi:

P[f[ A‘]=ﬁP(AI).

2. Cong thite cdng rac sudt
P(A + B) = P(A) + P(B) - P(AB). (3.7)
Viéc ching minh c¢dng thic trén khong ¢6 gi qua phuc tap
(nhat 13 tit cac tién &6 ctia muc 2.3). Tix (3.7) ¢é thé dan ra cac
két qua sau:
(1) Néu A, B xung khig, thi P(A + B) = P(A) + P(B).
(i) M0 rong cho tong n sy kién

P(i A J =3 P(A)-S P(AA)+ T P(AAA)-..

;CJ d':{_f(k

+ (-1D)"'PA A....A). (3.8)
(iii) Néu A ,, A,, ... A, xung khéc timg déi

P(ZAJ:?I:P(AE).

Cac cbng thic (3.5) — (3.8) cho ta cac cong cu hiéu qua dé
tinh xac suat cac su kién phic tap qua xac suat cac su kién don
gian hon.

Thi du 3.4. Hai coc bal duge 14y ti mot b bai ta 1g kha, coc
thit nhat gdm 4 con at, coc thit hai gdm 4 con ka. Rit ngiu
nhién ti médi coe bai ra mdt con bai, tinh cac xac suit dé
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a) ca 2 con la con co,

b) ¢ it nhit 1 con ca.

Ciing cdu héi nhu vay nhung thay diéu kién dau bai: trén
coc bai va rat ha hoa tu d6 ra 2 con bai.

Gigi. Goi A — con bai thi nhit 14 c¢d, B — con bai thi hai 13
cd. Dé ¥ ring thuat ngit “thd nhat”... chi dé phan biét hai con
bai chi khong dé chi thit ty nao ca. Trong trudng hdp hai coc
bai riéng ré, dé thiay A va B doc lap. Tu d6

a) Xac suit cin tim 1a P(AB), dé y d&n (3.3) ta c6:

11 1
P(AB)=P(A)P(B)=~.—=—.
(AB)= P(A)P(B) 121 16
b) Su kién ta quan tdm la A + B, theo (3.7):
1 1 7
P(A+B)=P(A)+P(B)~-P(AB)=—+——-— .
(+)()+()()441616

Trudng hgp tron ldn hai coc bai thanh mét thi A, B khéng
con d6c 1ap nita. Tuy nhién cic xac sult P(A) va P(B) déu bang
2/8 = 1/4 do vai tro hai quan bai nhu nhau. T dé:

a) Dung c¢ong thite (3.5):

11 1
P(AB)=P(A)P(B|A) = 738"
b) M6t lan nita theo (3.7):
' 1 1 13

P(A + B)=P(A)+P(B) - P(AB)“Z 4 28 28

Thi du 3.5. Ba xa tht mbi ngudi bAn mét vién dan véi xac
suit bén tring cla tiung ngudi tuong tng la 0,7; 0,8 va 0,9.
Tinh cac xac suat:

a) ¢6 hai ngudoi bén tring,

b) ¢6 it nhat mét ngudi bén truot.

Gidi. Goi A, 12 su kién xa thd thit i bin tring ( = 1, 2, 3)
va P(A,) =0,7; P(A,) = 0,8; P(A;) =0,9.
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a) Néu goi A 12 sy kién c6 ding 2 ngudi ban tring thi:
A=AAA+AAA +AAA,

Dung tinh xung khéc clia cac s hang va tinh doc lap cla cac
A;va A, (j #1i), ta cé:

P(A)= P(AA,A) + P(A A,A) + P(A AA,)

= P(A)P(A,))P(Ay)+ P(A)P(A,)P(A,) + P(A)P(A )(4,)
=0,70,8.(1-09+0,7(1-0,8.09+(1-0,7.0,8.0,9
= 0,398.

b) Né&u goi B 1a sy kién c¢6 it nhat mot ngudi ban trugt, thi
B 1a sy kién khong c6 ai bén trugt hay ca ba déu bén tring.
R6 rang viée tinh P(B) dé dang hon nhiéu so véi tinh P(B)
theo cach truc tiép, tit d6

P(B)=1- P(B) =1-P(AAA)
=1-0,7.0,8.0,9=0,496.

Thi du 3.6. Cho mdt mach dién gém 4 linh kién nhu hinh
1.3, trong d6 xac sudt hong cua ting linh kién trong indt
khoang thdi gian nao d6 tuong Gng la 0,2; 0,1; 0,05 va 0,02.
Tim xac suit d€ mang hoat ddng tdt trong khodng thdi gian
d6, véi gia thiét 1a cac linh kién lam viéc ddc lap véi nhau va
cac day ludn tot.

Giai. Goi A; 1a su kién linh . é
kién thi i 1am viée tot (@ = 1,4).
Su dung cac tinh chat cia mang _®_ 3 —®—
song song va néi tiép, goi A la sy ! ® 4
kién mang hoat dong t6t, khi d6
A=A (A, +A)A,. Hinh 1.3

Dé ¥ riang tir gia thiét ddu bai ta ludn c6 A,, A, va A, + A, dbc
1ap, nén:

P(A)=P(A)P(A, + A,)P(A)). (3.9)

23



Ta cin tinh P(A, + A,), va do A,, A; khéng xung khéc, nén

P(A, + A,) = P(A,) + P(A,) ~ P(A,A,).
Thay vao (3.9), dé ¥ rang P(A,A,) = P(4,)P(A,) va gia thiét cia
d4u bai
P(A) = P(A)[PA,) + P(A;) — P(A)P(A3)PA)
= 0,8.(0,9 + 0,95 - 0,9.0,95).0,98
= 0,78008.
Chd y ring néu ta khai trién A=A AA, + AAA, sau d6
diing céc cong thic (3.6) — (3.7) dé tinh P(A) thi sé phuc tap
hon mét chut, ban doc hay tu giai theo cach nay.

Thi du 3.7. Mbt gia dinh c6 6 con. Tim xac suét dé gia dinh
d6 c6 sd con trai nhiéu hon sé con gal.

Giai. Ta chap nhan xac suat sinh con trai bang xac suit
sinh con gai va bing 0,5, ngoai ra két qua mdi lan sinh duge
coi 1a doc lap vdi nhau. Goi A 14 sut kién sd con trai nhiéu hon
con gai, khi d6 viéc tinh truc tiép P(A) dua vé xac dinh cac
trusng hop: hodc 6 trai, hodc 5 trai 1 gai, hodc 4 trai 2 gai. Tuy
nhién cé thé dung cach khac. Goi B 1a sy kién s6 gai nhiéu hon
trai, con C la sy kién s& trai va sd gai nhu nhau. Dé thay

A+B+C=UvaPA)+PRB)+PC)=1.

Do tinh d61 x(ing cia viéc sinh con trai va con gai, nén P(A) =
P(B), tu do:

p(A)=+—2C) S ()

va ta cAn phai tinh P(C) - xac suit dé trong gia dinh ¢6 3 con

. L ~ e Fd ” - 1 \ - AT
trai, 3 con gal. Mgt truong hgp nhu vay cé xac suat — va cd tat
2

cd C3 =20 kha ning khéc nhau, tit 6 P(C) = 20/64 = 1_06 va
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5)

P(a)=—18 - ;;

Thi du 3.8. Mot nguoi viét n 1a thu cho n nguoi khac nhau,
bo ngau nhién vao n phong bi di ¢6 sin dia chi. Tim xac suét
dé c6 {t nh&t mdt 14 thu bd vio ddng phong bi.

Giai. Got A, 1a sy kién 1a thu thit ¢ bo dung phong bi (¢ =
T,_;z_.), A —1a sy kién can tim xac suit, tac6 A=A, + A, +... +A,.
Do cac A; khéng xung khéc, nén ta dung cong thiie (3.8). Dé thay

P(4)=—= =1

n n!

L3
3

P(AA,)= P(A)P(A|A) =~ 1 :(n—'Q)!.
n n-1 n!

(n-3)!

»
¥
|

¥

P(AA,A,)=P(A)P(AJA)PAJAA) =

ooooooooooooo

1
P(AA,..A )= P(A)P(AA)..P(AIAA,. A, )= =
Tt @6 theo (3.8)
P(A)=Y P(A)-Y P(AA)+ D> P(AAA)-..
i=1 i< f i<j<k
+ (-1)""'P(A\A;...A,)
_Cl (n'_]-)!__cz (n_z)!+c3 (n_3)!_ +(___1)n—1_1_
Y o " n! n!
1 1 n-i 1
=1—'§'!'+'§'!'—...+(—1) ;;E.
1

Khi n kha 16n xac suit can tim =1 -=.
e
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Thi du 3.9. Tim xac suit dé xuat hién it nhat 1 14n 2 mat
chdm khi gieo n 1an 2 con xuc séc.
Gidi. Xac suit dé trong 1 14n gieo 2 con xic sic ta ¢6 hai

- ~ 1 N ~ ” > w ~* - ~
mét 6 cham sé la 36’ va khong ¢6 hai mit 6 chdm sé la

1 ~ - “ . A “ - N " “ N f
1- 36 Néu dat A 1a su kién can tim, rd rang A la su kién gieo

n 1an 2 con xuc sic ma khéng 14n nao c¢6 2 mit 6 cham. T d6
— 1Y 35
PA)=|1-— a P(A)=1-|—| .
(4) [ 36) va B4 [36J

3.3. Cong thuc Béc-nu-li

Xét mot day n phép thu doc lap gidng nhau, trong méi phép
thi chi cé hai két cuc ho#c xay ra A hodc khéng va PA) = p.
P(A) =1 — p = g khéng phu thudc vao s8 thit tu cta phép thi.
Nhiing bai toan thoa man cic yéu cau trén dudge goi 14 tuin theo
luoc dé Beéc-nu-li va hay gap trong nhiéu linh vuc Gng dung.

Ta quan tim dén xac suit dé trong day n phép thi dbc lap
néi trén sy kién A xuat hién dung % lan, ky hiéu la P, (k). Goi B la
su kién “trong day n phép thit Béc-nu-li sy kién A xuat hién
dung k 14n”, ta thay B c6 thé xay ra theo nhiéu phuong an khac
nhau, mién sao trong day cac két cuc cia n phép thu su kién A ¢6
mat ding & 1an. R& rang B sé 14 téng ctia C* cac phuong 4n nhu
vay. Con xac suat dé xay ra mét phuong an, do trong day n phép
tht doc lap su kién A xuit hién ding % 14n, A xudt hién n — &
1an, nén sé bang p*q™*. Tu d6 ta c6 cong thic Béc-nu-li

P(B)=P (k)=Ctp*q"*, k=0,1,... n. (3.10)

Viéc st dung cdng thic (3.10) sé don gian hon nhiéu viéc
dung cac cong thic (3.5) — (3.8) va vi vay nd ¢6 y nghia thuc
tién rat lén.

Thi du 3.10. Mot thidt bi c6 10 chi tist d&i véi do tin cay
(xac sudt lam viéc tot trong mot khoang thoil gian nao d6) cua
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méi chi tiét 1a 0,9. Tim x4c sudt dé trong khoang thdi gian &y
c6 dung 2 chi tiét lam viéc tot.

Giai. R6 rang ta c6 luge d6 Béc-nu-li, véi n = 10, p = 0,9 va
k = 2, ap dung (3.10) ta c6 xac suit can tim la:

P.o(2) = C2 .(0,9)%.(0,1)" = 3645.10°1°.

Thi du 3.11. Mot bac sy c6 xac suét chita khoi bénh 1a 0,8.
C6 ngudi néi riang cd 10 ngudi dén chita thi c¢6 chic chin 8
nguoi khoi bénh; diéu d6 c6 ding khéng?

Gidi. Cau khing dinh 13 sai. O day cé thé coi viéc chila
bénh cho 10 nguai 1a day 10 phép thu, trong d6 A la su kién
duge chita khoi bénh c6 P(A) = 0,8. T d6 xac sudt dé trong 10
bénh nhan d&n chiia c6 8 ngudi khoi 1a:

P (8)=C".0,8"0,2 ~ 0,3108.

Thi du 3.12. Ty 1é phé& phdm ctia mét 16 hang 1a 1%. Hoéi ¢4
mau can chon ra 1a bao nhiéu (c6 hoan lai) sao cho trong méu
¢ it nha't 1 phé pham véi xac suit 16n hon 0,95?

Giai. Gia st mau chon ra c6 kich ¢d 1a n va viéc chon ra mét
san pham c6 hoan lai 1a mét phép thit Béc-nu-li véi p = 0,01. R
rang xac suit dé trong mau c6 it nhat 1 phé& pham sé la:

1-(1-p)'=1-0.99".
Theo yéu ciau cua dau bai
1-0,99" > 0,95 < 0,05 > 0,99"
log 0,05
n>——""x
log 0,99

Nhiéu khi ta mudn tim xac suét dé trong day n phép thu
Béc-nu-ni sy kién A xuat hién vdi sé lan tu k, dén k,; dé
thdy xac suit can tim, ky hiéu la P, (k,, k,), sé la:

P (k,; ky) = i P.(k) = i C*p*q"*. (3.11)
k=k, k=k,

296.
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Ta c¢6 nhan xét ring khi n va k kha 16n, viéc tinh toan xac
suit theo (3.10) va (3.11) rat cong kénh va khé khin; vi vay
ngudi ta tim cach tinh gin ding cac xac sudt d6. Co thé si |
dung cac cach xap xi sau day:

(1) Néu n rat 1én, trong khi p rat nhd, xac suit theo cong
thitc (3.10) cd thé x4p xi bing (xdp xi Poa-xoéng)

k
P(k)~ (”f’) . (3.12)
(ii) Néu r 16n, nhung p khdng qua bé va qua 1én, ta cé xép
x{ chudn (dinh 1y giéi han dia phuong Moa-vrd — Lap-la-x0)

Pky~2&) . _k_rp (3.13)

Jnpaq Jnpg

2 14 ham Gao-xd (xem bang 1).

1
trong dé ¢(x) = e
27

(iti) N&u n 16n, nhung p khéng qua bé hoac qua lén thi xac
sudt trong (3.11) c6 thé xap xi bing (dinh 1y gidi han tich phan
Moa-vro — Lap-la-xo)

k. —
P, (ks k) = (x,) - $(x,), %, = L2

Jnpg

va trong dé ¢(x) = J_ j.e B dt 13 ham Lap-la-xo (xem bang 2).

i=1,2, (3.14)

Thi du 3.13. Xac suét san xuit ra phe' phim cia mdt may
1a 0,005. Tim xac suit dé trong 800 san phélm cua may &6 co
ding 3 ph& pham.

Gidi. RS rang c6 thé dung x&p xi Poa-x6ng theo (3.12), véi
np =4

=0,1954.
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Thi du 3.14. Xac suit ném tring ré cia mét cau tha la 0,8,
Tim xac suit dé trong 100 14n ciu tha dé:

a) ném tring 75 lan;

b) ném tring khéng it hon 75 lan.

Giai. Viée tinh theo cong thic (3.10) hodc (3.11) cua lude
d6 Béc-nu-li sé kha phiic tap. Ta sé tinh x&p xi theo (3.13) va
(3.14):

@[ 75-0,8.100 }
100.0,8.0.2 ) (-
Rt \/\ioo 0802 . 225) = 0,04565.

b) Py(75; 100) = ¢(5) + ¢#(1,25) = 0,8943.

§4. CONG THUC BAY-ET

4.1. Khai niém nhém day du

Dinh nghia. Nhom céc sy kién A}, A,, ..., A, (n = 2) cua
mot phép thit dude goi 14 (hay tao thanh) mét nhém day dii, néu

(1) AA; =V, Vi #j (xung khéc ting doi),

A +A,+...+A,=U.
Theo dinh nghia nay ¢ phép thit dang xét chi ¢6 thé xuét hién
mét su kién trong sé n su kién A,, ..., A, (va phai c6 mdt sy
kién). Nhém A, ..., A, ¢6 cac tinh chat trén con duge goi 1a mot
hé thong day du.

Thi du 4.1. Xét phép thi gieo mdt con xiic sdc. Néu ky hiéu
A, 1a sy kién xuat hién mat i chdm ¢ = 1,6), ta c6 mdt nhoém
diy 4t {4, i = 1,6}. C6 thé tao thanh nhidu nhém diy da khac
cho phép thi nay, ching han dit A = A, tit d6 A=A +A+..
+A,= A, vinhoém {A, A} chinhla mot nhém day du.
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Nhu vay dé thay tap hop tat ca cac su kién so cap tao nén
mét nhém day di. Tong quat hon tap cac sy kién tao nédn mot
phan hoach ctia khong gian Q céc su kién sd cép ciing 1a mét
nhém day dt. Tap {A, A}, véi A 1a su kién tiy § 1a nhém day
di bé nhit (chi ¢6 2 phan tk). P& y {U, V} cang tao nén mét
nhém ddy du va dude goi 14 nhom day &a tém thuong.

4.2. Céng thire xac suat day da

Gia s ta c6 mdt nhém day du cac su kién A, A,, ... A, va
dong thai xét mdt su kién H nao d6. Néu da biét cac P(A) va
P(HA), ta c6 thé tinh dudec P(H). R6 rang tit gia thidt vé
nhém day du:

H=AH+AH+. . +AH=Y AH.
i=1

Tt d6 P(H) = P[i AiH) =Y P(AH) (do xung khéc),
=1 i=1
va ap dung céng thic nhan (3.5):
P(H)=Y P(A)P(HIA). (4.1)
i=1

Cong thiic (4.1) cé tén goi 1a céng thuc xdc sudt day du (hay
xdc sudt toan phan).

Thi du 4.2. Mt phan xudng ¢6 3 may san xuit cung loai
san pham vdi ty 18 phé phdm tuong tng 1%; 0,5% va 0,2%.
Biét ring may I san xudt ra 36%, may II — 45% va may III —
20% san pham. Chon hi hoa ra mot san pham, tim xac suét dé
12 ph& pham.

Gidi. Dat M,, M, va M, tudng Ung la sy kién san phém
chon ra do may I, II va III san xuat. Dé thay {M, i = 1,3} tao
nén mdt nhém dady da va P(M) = 0,35; PM, = 0.45;
P(M.) = 0,20. Goi H su kién rut duge phé pham, ap dung (4.1) ¢é
y ring P(H'Ml) = 1%; P(H|M2) =0,5%: P(H | M) =0,2%, ta co
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P(H) = Z P(M)P(H|M,) =

=0,35.1% + 0,45.0,56% + 0,20.0,2% = 0,615%.
Y nghia cua xac suit nay 1a ty 16 ph& phadm cta phin xudng.
Thi du 4.3. Cé hai hdp 4o, hdp I ¢6 10 4o trong d6 c6 1 phé
pham, hop 11 ¢6 8 4o trong d6 c6 2 ph& pham. L4y hd hoa 1 40
tit hdp 1 bo sang hop I, sau d6 ti hdp nay chon hi hoa ra 2 4o.
Tim xac suét dé ca 2 4o d6 déu 1a phé pham.
Giai. Ta lap nhém diy dt dé lam ré théng tin vé chat
lugng chidc 40 mang tit hop I sang; goi A — 4o d6 1a phé& pham,

A — 4o tdt. Pat H 14 su kién 2 4o cudi chon ra déu la phé

pham. Ré rang P(A) = 115; P(E) =%; ta con cAn tinh P(H|A)
va P(H\ A). Duang dinh nghia xac suat:
P(HIA)=C3;=32= 1;
C, 9.8 12
- 1 2 1
P(HIA) = = = —,
(H|A) == 55" 56

Tu d6 ding (4.1)

_ - 11 9 1 1
P(H) = P(A)P(H|A) + P(A)P(H|A) = 5t 056 " 30"

4.3. Cong thuae Bay-ét

Gia st ta ¢6 mot nhém day du A,, A,, ... A,, sau d6 c6 thém
su kién H nao d6. Déi khi ta mudh xac dinh xac suit P(A, |H), ila
mdt s0 nao 46 trong {1, 2, ..., n}. Theo cong thiic nhan (3.5) ta ¢é

P(AH) = P(A)P(H | A) = PH)PA, | H).
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P(A)P(H|A)

Tit 46 P(A,|H) = B (4.2)
va thay (4.1) vao (4.2)
P(A|H)= nP(Af)P(HtA*‘) . (4.3)

Z P(A)P(H|A)

Coéng thuc (4.3) c6 tén goi la cong thuc Bay-ét. Cac xac sudt
PA), 1 = 1—,—1{, da duge xac dinh tu trude, thuong dudge got 1a
x4c sudt tién nghiém; con cac xac suit P(A,|H), i = 1. n, dude
x4c dinh sau khi da ¢6 két qua thi nghiém nao d6 thé hién qua
sy xuat hién cua H, thuong duge goi 1a xac suit hdu nghiém.
Nhu vay cong thitc Bay-ét cho phép danh gia lai xac suit xay
ra cac A; sau khi da c6 thém théng tin vé& H. Can phai nhan
manh ring néu mudn dung cac céng thiic (4.1) hodc (4.3), nhat
thiét phai c6 nhém day d4. Ngoai ra néu (4.1) cho ta xac suat
khoéng c6 diéu kién, thi (4.3) cho phép tinh xac suit c6 diéu
kién, trong d6 su kién A, can tinh xac sudt phai 12 mdt thanh
vién cua nhém day dua dang xét. Tu d6 thay rang viéc dung
cdng thiic Bay-ét dé tinh xac suit cé diéu kién da ggi ¥ cho ta
cach chon nhém day du sao cho su kién quan tdm phai la
thanh vién. Trong truong hgp khong cé (hoic rat khé xac dinh)
nhém day du, nén dung céng thic (4.2), trong trusng hgp nay
viée tinh P(H) sé khé hon la dung c¢ong thic (4.1).

Thi du 4.4. Mot mach dién gbm 2 b6 phan mac ndi tiép, véi
xac suét lam viéc tét trong mot khoang thoi gian nao d6 cua
m&i b phan 1a 0,95 va 0,98. O mot thdi diém trong khoang
thoi gian trén ngudi ta thdy mach dién nging lam viéc (do bd
phan nao d6 hong); tim xac suat d€ chi bd phan thd hai hong.

Gidi. Do hai b phan méc néi ti€p nén chi cAn mdt bé phan
hong 1a mach ngiung lam viéc. Goi A; (0 = 1, 2) la su kién bd
phan tha i tot; khi d6 ¢6 thé xay ra 4 kha nang khac nhau:
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B, — ca hai bd phan déu tét; B, — bd phan I tot, II hong; B, — b
phén II t6t, I hong; B; — ca hai bo phan déu hong. Dé thay cac
B. i = 0,3, tao nén mét nhém day du va do tinh déc lap

P(B,) = P(A.A,) = 0,95.0,98 = 0,931

P(B)) = P(AA,) = g 950,02 = 0,019;

P(B,)=P(A,A;)= (,05.0,08 = 0,049;
P(By)=P(A, A;) = §.05.0,02 = 0,001.
Goi H — su kién mach khéng lam viée, ta cé:
P(H|B,)=0; P(H|B,) = P(H|B,) = P(H|B,) = 1.
T d6 theo cong thiic Bay-ét (4.3):
P(B)P(H|B) _ 0,019

P(B,|H) =~ _
S pB)PH|B) ©019+0,049+0,001
1=0

_ 19
= og°
D& v ring ta c6 thé dung (4.2) ¢é tinh P(B, |H). Pé lam diéu
d6 ta viét:
H=AA +AA +AA,
Do tinh xung khéic va doc 1ap cia cac su kién tuong tng ta
c6 P(H)=P(A)P(A,)+P(A)P(A,) + P(A)P(A,) = 0,069. Mit

khac B,H = A A, (nhan B, vio céng thitc cia Hva déy A A,
= V), nén tl s6 caa (4.2) sé 1a 0,019; tir d6 ta c6 lai két qua can
tim ma khéng cAn dén nhém day du. Tuy nhién moi khé khan
roi vao viéc tinh truc tiép P(H).

Thi du 4.5. Tai mot phong kham chuyén khoa ty 1& nguasi
dén kham c6 bénh 1a 83%. Theo thdng ké biét ring néu chéan
doan c6 bénh thi ding t6i 90%, con néu chan doan khéng bénh
thi chi dung 80%.
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a) Tinh xac suit chin doan ding.
b) Biét c6 mét trudng hgp chan doan ddng; tim xac suit
ngudi dude chan doan ding c6 bénh.

Gidi. Goi H su kién chidn doan ding, vay H — chin doan
sai; A — nglif_ii c6 bénh, A — ngudi khéng c6é bénh; B — chan
doan bénh, B — chan doan khéng bénh.

a) D€ tinh P(H), ta thi ding cong thic (do A, A — nhém
day du):

P(H)=P(A)P(H|A) + P(A)P(H|A),
tuy nhién P(H|A) — x4c suit dé khi chdn doan ngudi cé6 bénh
thi ding — chua biét (chd ¥ phan biét véi xac sudt chdn doan
c6 bénh thi ding 12 P(H|B). Vi vay ta tim cach dung cong thic
thit hai (do B va B tao ra nhém day du).

P(H)= P(B)P(H|B)+ P(B)P(H|B). (4.4)
Nhung P(B) (va P(B) nita) lai chua biét, tuy nhién ta cé thé
khai thac cong thie:

P(A) = P(B)P(A|B)+ P(B)P(A|B). (4.5)
Theo gia thiét dau bai P(A) = 0,83; ngoai ra dé thay:

PA|B) = P(H|B) = 0,9;

P(A|B)=P(H|B)=1-P(H|B)=1-0,8=0,2.
Tt d6 néu dit PB) =x, P(B) =1 — P(B) = 1 — x va thay tat ca
vao (4.5).

0,83 =0,9x + 0,2(1 —~x) = x = P(B) = 0,9.
Tu d6 thay cac két qua trén vao (4.4)

P(H) =0,9.0,9+0,1.0,8 = 0,89.

b) X4c sudt can tim 1a P(A|H). Ap dung céng thic (4.2):
_ P(A)P(H|A)
PA|H) = o
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Mat khac dua vao y nghia céc su kién va lai dung ti€p (4.2)

P(B)P(A|B)
PA)

PH|A) = P(BIA)_—_-

tu dé thay vao cong thitc trén:

9.

P(B)P(A|B) _0,9.0,9

PAlH) = P(H) 0,89

~(0,91.

BA! TAP

Cho 4 san pham va goi A 1a su kién ¢6 it nhit mot phé
pham, B — ca 4 déu tét. Cho biét ¥ nghia cta cac su kién
sau: A, B, A+B,AB, AB, AB, A+B,A+B, A+ B,AB.
Ching minh c¢ong thic Dd Mobéc-giing:

A+B=AB AB=A+B.
Cé bao nhiéu s6 tu nhién ma méi s6 cé 4 chit s6?
Tim su kién X tit ddng thic X + A+ X+ A =B.
Mbt giai béng da gdbm 16 ddi. Hoi phai td chic bao nhiéu
tran dau, biét ring mdi ddi gip nhau 2 1an?

Cé bao nhiéu cach xép 10 qua béng vao 2 hop?

Cé bao nhiéu s6 dién thoai c6 cac chit s6 khac nhau ¢ mot
tong dai nodi by véi cac sb chi cb 4 chit s6? Cé bao nhiéu s6
dién thoai c6 ding 1 cép s6 trung?

Cé bao nhiéu cach x&p 5 ngudi ngdi quanh mét ban tron
sao cho hai ngudi dinh truéc ngdi canh nhau? Ciing cau
hdi nhu vay nhung thay ban tron bang ban dai.

Mbt 16 hang c6 N san pham trong d6 ¢c6 M phé& pham. Cé bao
nhiéu cach chon ra n san phdm dé trong dé c6 m phé pham?

10. C6 bao nhiéu cach dé 8 ngudi 1&n tAng cia mot tdoa nha cb 4

tang lau?

35



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Xép ngiu nhién moét bd sach gdm 6 tap lén gia sach, tim
xac suit dé bd sach duge xép ding thi tu.

Mot cAu bé ¢6 10 bi, trong d6 c6 6 do va 4 xanh. Mot hom
cau thdy mat mot vién bi, tim xAc sudt dé néu rut hu hoa
ra 1 bi trong s6 con lai thi d6 1a bi do.

Tim x4c xudt dé khi rit hd hoa ra n con bai tit ¢d bai tu lo
kho 52 con thi chung ¢6 gia tri khac nhau (khéng dé y dén
chat).

Mot 16p hoc sinh ¢6 30 sinh vién trong d6 cé 4 gi6i, 8 kha va
10 trung binh. Chon hi hoa ra 3 nguoi, tinh cac xac suét:

a) ca ba déu 1a hoc sinh yéu;

b) ¢6 it nhat mdt hoc sinh gioi;

¢) ¢6 ddng mdt hoc sinh gioi.

Gieo dong thoi 4 déng tién can d61 dong chit, tim cic xac suat:
a) ca 4 mit gidng nhau xuit hién;

b) ¢6 ding 2 mit sap.

Tim xac suat khi chia d61 mét bd tam cic thi mébi phan cé
diing mdt nia la quan 49.

Bé ngau nhién mot thanh gb c¢6 d6 dai ! thanh 3 doan. Tim
xac suit dé ba doan d6 tao duge mot tam giac.

Tim xac suat dé khi 18y hid hoa ra mdt s6 ¢6 hai chit s6 thi
né 1a boi sb cua 2 va 3.

Bai toan Bujt-phéng. Trén maiat phing da ké sdn cac
dudng song song cach déu nhau mét khoang c6 d6 dai 2a
gieo ngiu nhién mét kim dai 2! (I < a). Tinh xac suat dé
chic kim cit mét dudng théng nao do. '

Bai toan Ba-nic. Mot ngudi c¢é trong tai 2 bao diém. mdi
bao ¢6 n que. Mbi khi can diém anh ta rdat ha hoa ra mét
bao. Tim xac suit sao cho ngudi d6 lan dau rat phai bao
rong thi trong bao kia con ding k que (k = 1, 2,..., n).



21.

22.

23.

24.

25.

217.

28.

Xac suat tring dich cia mét 1an bén 12 0,4. Can phai bin
bao nhiéu phat dé xac suit ¢ it nhdt mét vién tring sé ién
hon 0,957

Mot xi nghiép ¢6 3 xe tai véi xac sudt hong trong ngay cua
mbi xe tuong dng 14 0,01; 0,005 va 0,002. Tim xac suat dé
trong ngay:

a) ¢6 2 xe bi hong;

b) ¢6 it nhat mot xe hong.

Xé&p ngiu nhién 10 quyén sich vao 2 ngian kéo. Tinh cac
Xac sult:

a) ngian kéo nao ciing c¢6 sach;

b) ngan kéo thit nhat c6 2 quyén sach va ngan thit hai c6 6
quyén sach. .

Ching minh rdng néu A va B ddc lap thi cac cép su kién
sau ciing doc lap: Ava B, A va B, A va B.

Mot gia dinh ¢6 6 con. Gia st xac suat sinh con trai 1a 0,5,
tinh cac xAc suat dé trong 6 con cé:

a) dung 3 con trai;

b) ¢6 khong qua 3 con trai;

¢) c6 nhiéu nhat 4 con trai.

. Mét xa tht phai bén cho dén khi nao tring thi théi. Tim

xac suit dé anh ta phai bin khéng qua 4 1an, biét rdng xac
suft tring cua mdi lan bén 1a 0,6.

Trong thoi gian c6 dich ¢ 1 ving dan cu ¢t 100 ngudi bi
dich thi ¢6 10 ngudi phai di cAp citu. Xac sudt gap mot
nguoi phai cAp ciiu vi mac bénh dich 6 vung dé la 0,06.
Tim ti 16 méc bénh dich ciia viing dan cu.

Mot céng nhan didng may 1000 dng soi. Xac suat moi ong
bi ditt trong vong mot gid 1a 0,005. Tinh xac suit dé trong
vong 1 gid c¢6: a) 40 6ng soi bi dit; b) khong qua 40 6ng sgi
bi dtt.
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29.

30.

31.

32.

33.
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Ti 1&é hat thuéc 6 mdt vang 14 35%. Theo thong ké biét
rang ty 1é viém hong trong sé ngudi hut thude 1a 60%,
con trong sé khéng hut 14 30%. Kham ngau nhién mot
ngudi thi thdy anh ta bi viém hong; tim x4ac suat d6 1a
ngudoi hut thude. N&u anh ta khong bi viém hong thi xac
sudlt ¢6 bang bao nhiéu?

Mot xa thu ban 4 phat dan véi xac suat bin tring cia méi
vién dan 1a 0,7. Biét rang c6 hai vién triing, tim x4c suit
dé vién thi nhat da tring dich.

Mot phan xudng c6 3 may vdi xac sudt truc tric trong ngay
cua tung may la 0,1; 0,05 va 0,2. Cudi ngay thay c¢6 2 may
truc tric, tinh xac suit d6 1a may thi hai va ba.

Mot ngudi cé 3 chd wa thich nhu nhau dé cau ca. Xac suit
dé cau duge ca mdi 1an tha cdu 4 tung ndi tuong tng 14 0,2;
0,3 va 0,4. Biét rang 6 mdt chd anh ta tha cau 3 lan va chi
cau dudc 1 con ca, tim xac suit dé d6 1a chd thi nhat.

0 mdt bénh vién ty 1& méc bénh A 13 15%. Dé chin doan
xac dinh ngudi ta phai lam phan Gng mién dich, néu khéng
bi bénh thi phan ing duong tinh chi c6 10%. Mat khac biét
rang khi phan tdng 14 dudng tinh thi xac suit bi bénh la
60%.

a) Tinh xac suét phan (ng dudng tinh cua nhém c6 bénh.
b) Tinh xac suit chin doan ding.



Chuong li

BIEN NGAU NHIEN VA
LUAT PHAN PHOI XAC SUAT

§1. KHAI NIEM BIEN NGAU NHIEN

1.1. Khai niéem

Tinh toan bing s6 vén da quen thudc va dé st dung
trong ing dung, nhat 1a c¢6 dung t6i may tinh. Khi nghién
ciu céac sy kién ngau nhién, rat bat tién khi mé ta va lam
tinh v61 cac su kién.

Khai niém bién s6 (dai lugng bién thién) da rat thong dung
trong giai tich todn. Chinh vi thé& ta tim cach dua vao khai
niém bién sé ngau nhién nhu la mét dai lugng phu thude vao
két cuc cia mét phép thit ngau nhién nao dé.

Thi du 1.1. Gieo mdt con xiic sic. N&u ta goi bién ngéau
nhién 1a “s6 chdAm xué4t hién”, ré rang né phu thudc vao két cuc
cua phép thi va nhan cac gia tri nguyén ti 1 dén 6.

Thi du 1.2. Nghién ciu bi€n ngau nhién “nhiét d9” cua
mdt phan tng héa hoc trong mét khoang thai gian nao 6. Ra
rang nhiét d6 dé nhan gia tri trong mdt khoang [¢; T, trong dé
t va T 1a cac nhiét @6 thap nhat va cao nh&t cua phan ing
trong khoang thai gian trén.

V& mit hinh thc, ¢6 thé dinh nghia bién ngau nhién nhu
12 m6t ham s6 ¢6 gia tri thuc xac dinh trén khong gian cac su
kién so cap (sao cho nghich anh cia mét khoang s6 1a mot sy
kién). D& phan biét sau nay ta ki hiéu X, Y,... 1a cac bién ngiu
nhién, con x, y, ... 1& gla tri cia cac bién ngau nhién d6. Nhu
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vay. X mang tinh ngau nhién, con x 12 gia tri cu thé quan sat
duge khi phép thit da tién hanh (trong thong ké dudc goi la thé
hién cua X).

Viéc x4c dinh mét bién nghu nhién bing tap cac gia tri cua
né ro rang la chua du. Budc tiép theo 1a phai xac dinh xac suit
cua ting gia tri hodc ting tap cac gia tri. Vi thé § tiét sau ta s8
phai dung t1 khai niém vé phan phol x4c suit cua bién ngau
nhién X.

1.2. Phan loai

Bién ngau nhién dude goi 1a roi rac, néu tap gia tri cua nod
12 mét tap hitu han hodc vé han dém dugc cac phan ti. Thi du:
s6 diém thi cita mdt hoc sinh, s8 cudc goi dién thoai cua mot
tong dai trong mot don vi thdi gian, sd tai nan giao théng, ...

Bién ngiu nhién duge goi la lién tuc, néu tap gia tri cla
né 1ap kin m3: khoang trén truc s8 (s6 phan tu cia tap gia tri
12 v6 han khéng dém dude theo 1y thuyét s8). Thi du: huyét ap
cua mét bénh nhéan, d6 dai cta chi tiét may, tudi tho cua mét
loai bong dén dién tu, ...

Nhu vay mién gii tri cia mdt bién roi rac sé 14 mot day so
X, X9y woey Xy ... €O thé hitu han hodc vo han. Mién gié tri cia méot
bién lién tuc sé 1a mét doan {a; b) R hoic 1a chinh R = (w0, +w),

§2. LUAT PHAN PHOI XAC SUAT

2.1. Bang phan phdi xac suit va ham xac suat

D41 véi bién ngiu nhién roi rac, moi gia tri cua né dude
gdn véi mot xac suit dic trung cho kha nang bién ngau nhién
nhén gia tri d6 p;= P(X = x;). Nhu vay ta da xac dinh:

Dinh nghia 1. Bang phdn phéi xdc sudt cua bién ngau
nhién X la
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A=x ‘xl X, X

p(x) ‘pl Py ID‘,1

trong 46 {x,, x5 ..., X, ...} 12 tap chc gia tri cua X (da sip xép
theo thit ty ting); con p, = plx,) = P(X = x,,).

Thi du 2.1. Bang phan phoi xac suat cua thi du 1.1 §1 sé 1a:

x | o1 2 3 4 5 6
p) 1 1 1 11 1
6 6 6 6 6 6

Dé thay cac p(x), x =1,6, déu bang nhau; hay X ¢é6 phan phéi
déu trén tap s6 {1, 2,..., 6}. Chi ¥ rang p(x) = 0 véi moi x khéng
nim trong tap gia tri trén cua X, chdng han p(8) = 0.

Thi du 2.2. Mot xa thu chi ¢é 3 vién dan. Anh ta duge yéu
cA1 ban tiung phat cho dén khi tring muc tiéu thi ditng bén,
biét ring xac sudt tring cua mdi l4n bén 14 0,6. Hay 1ap bang
pkan phéi xac suat chia sd dan can bén.

Gidi. R6 rang s& dan cin ban, ky hiéu 1a X, 1a mét bién
ngiu nhién roi rac va tif véu cau cua bai toan sé c¢é 3 gla tri la
1,2 va 3. X = 1 14 su kién phat thi nhat trung va p, = PX =1)
= ),6; X = 2 1a su kién phat thii nhat trugt, con phat thi hai
tring va do doc lap nén p, = P(X = 2) = 0,4.0,6 = 0,24; cué:
cung néu vién thda hai van trugt, thi du vién thd ba két qua
th3 nao, p; vin bang P(X = 3) = 0,42 = 0,16. Tu 46 bang phan
pkdi can tim:

X | 1 2 3
p(x) | 0,6 0,24 0,16

Thi du 2.3. Mot xa tht bén 3 phat, xac suat bén tring muc
tiéu ctia méi phat 14 0,6. Hay lap bang phan phéi xac suét cua
s¢ dan trang muc tiéu.
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Gidi. Néu goi X 1a s6 dan bén tring, ta cé tap gia tri la
{0, 1, 2, 3}. Ta tinh xac suat P(X = k) = p(k) bing cong thiic
Béc-nu-li p(k) = C*p*q"*; n =38, p = 0,6; tit &6 bang phan phai
can tim:

x| o 1 2 3
pkx) | 0,064 0288 0432 0,216

Ham s6 p(x) = P(X = x), x € tap gia tri cua X, thuong dugc goi
12 ham xdc sudt cua X; né c¢6 hal tinh chat co ban:

1) plx)z 0Vvx;

@) ¥ px)=1.

moi x

Ban doc ¢6 thé kiém tra dé dang cac tinh chit nay trong 3 thi
du trén. Ngoai ra ¢6 thé thdy rdng ham cta mét hoac nhidu
bién ngiu nhién van tiép tuc 14 mdt bién ngau nhién. Trong
truong hop 1:ién roi rac viéec tim luat phéan phéi caa mét bién
ham nhu vay thudng dé hon so véi bién lién tuc.

Thi du 2.4. Cho hai bién X va Y c6 bang phan phél tudng fing:

x | -1 0 1 y | 1 2

va
p) | 03 04 0,3 p®) | 03 07

Hay lap bang phén phoil xac suat cua: a) X%, b) X + Y.

Gigi. a) Bién Z = X? rd rang chi ¢6 hai gié tri 0 va 1, tu @6
bang phan phéi xac sudt cua né:

P4 I 0 1
p@) |04 08
b) Bién Z = X + Y ¢6 cac gia tri sau: 0, 1, 2 va 3. Dé ¥ réing
P(Z=2)=P(X+Y=2,)= ) PX=x;Y=y)
X4y =2y

trong d6 téng hiéu theo nghia 14y theo moi gia tri x, va y,
cua X va Y sao cho x; +y; = 2p; con P(X = x; Y=y)) la x4c suat
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dé dong thoi X=x, va Y = ¥;. Néu X va Y khong c6 quan hé gi
(titc doc lap, sé ndl dén 6 chuong III) thi rd rang xac suiat
PX=x;Y=y)=PX=x)P(Y =y). Tu dd bang phan phoi
cua Z:
z | 0 1 2 3
p(z) | 0,09 0,33 0,37 0,21

(ching han PZ = 2)=PX =0, Y =20+ PX=1Y=1) =
0,4.0,7 + 0,3.0,3 = 0,37).

2.2. Ham phan phoi xac suat

Bang phéan phéi xic suat c6 mdt han ché cd ban 1a chua du
téng quat dé dic trung cho mdt bidn ngiu nhién tiy ¥, nhat 1a
trudng hgp bién lién tuc. Vi vay ngudi ta dua ra khai niém sau:

Dinh nghia 2. Ham phdn phéi xdc sudt cua bién ngau
nhién X, ky hiéu 1a F(x), duge xac dinh nhu sau: '

Faoy=PX<x),xe R (2.1)

T dinh nghia trén, F(x) phan anh d6 tap trung xac suit ¢
bén phai cia s thuc x. Trong trudng hdp bién ngau nhién rot
rac, (2.1) cho ta mét ham cdn dude goi 1a ham phéan phdi tich
iy (hay x4c sudt tich lay).

Thi du 2.5. T bang phén phdi cua thi du 2.2 va dung (2.1)
ta sé co Fi(x) = Z plx;yva

.'CI<I

0, x<1,
0,6, 1<x<2,

F(x) =
) =10.84, 2<x<3,
. 1 x> 3.

D6 thi cia ham phan phéi xac sudt nay 1a ham bac thang.
Dé v 1a X c6 bao nhiéu gia tri thi F(x) ¢6 bang ay diém gian
doan loal 1 (xem hink 2.1).
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Ham phén phéi xac suét c6 A F(x)
vai tro quan trong khi nghién
citu cac bién ngau nhién lién

. » : (N LR EETT—— -—
tuc. Néu ta biét duge ham Ggq|........... :
phin phéi x4c sudt c6 nghia la ' |

x4ac dinh hoan toan bién ngiu
nhién. Tuy nhién trong thuc té
ciing phai thay rang viéc tim
duge F(x) 1a rat khé, néu khéng Hinh 2.1

n6éi 1a hau nhu khéng thé lam

dugc.

C6 thé néu ra mét vai tinh chat cha ham F(x):

112 F(x) = 0.
| (i) F(x) 1a m6t ham khéng giam, tc la néu x, > x, thi

F(xy) = F(x,).

() Plas X < p) = F(P) - Fla). (2.2)

Hé qua hién nhién: néu X lién tuc va F(x) lién tuc tai a thi
PX=a)=0.

(1v) F(+w) = 1; F(—0) = 0.

Viéc chitng minh cac tinh chat trén c6 thé dua vao dinh
nghia (2.1). Ciing tit dinh nghia 4y ta thay F(x) it nhait phai la
ham lién tuc trai (xem vi du 2.5 & trén), con trong trudng hop
X lién tuc thi F(x) néi chung la mét ham lién tuc. Trong tinh
chat (iv) F(+o) ky hiéu lim F(x), tuong tu doi véi F(—wo). Cudi

X >+

cung dé y 1a (2.2) ludn ddng véi moi bién X lién tuc hay rdi rac,
trong trudng hdp F(x) lién tuc cé6 hé qua hién nhién:
Pla<X<P=Pla<X<p=Pa<X<p=Pas<X<p.
Thi du 2.6. Cho ham phén phéi xac sudt cua mdt bién
ngau nhién lién tuc X ¢6 dang:
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0, x < 2,
Fx)=<a(x-2), 2<x < 4,
1, x > 4,
X4c dinh hdng s ¢ va tinh P(2 <X < 3).
Giai. Do F(x) lién tuc, nén tai x = 4 ta phai c6 a(4 — 2)°= 1,

trd6a - . Ding (2.2) ta co:
P(2 <X <3)=F(3)-F©) = -}(3- 9?2 — =%.

2.3. Ham mat do xac suat

Ham phan phdi F(x) ¢cdn mdt han ché (ma bang phén phdi
khong c6) 1a khong cho biét rd phan phdi xac sult 6 l4n can mot
diém nao d6 trén truc s6. Vi vay dbi v6i cac bién ngiu.nhién lién
tue, ¢6 Fix) kha vi, ngudi ta dua ra khai niém sau day.

Dinh nghia 8. Ham mdt dé xdc sudt cia bién ngau nhién
X, ky hiéu 1& fix), c6 ham phéan phdi F(x) kha vi (trit 6 mot sd
hitu han diém gian doan bi chin), duge xac dinh bang

fx) = F'(x). (2.3a)

Tir cong thiic dinh nghia (2.3a) va cac khai niém dao ham
va tich phan, ta ¢6 ngay do tich phan la phép toan ngugc cua
dao ham

Fx)= [f(t)t. (2.3b)
. Tu d6 cong thic (2.2) sé tuong duong véi:
B
P(asX<ﬁ):If(x)dx. (2.4)

V& mit hinh hoc (2.3b) va (2.4) cho ta dién tich phan mit
phang chin bdi dudng cong y = flix), truc Ox va cac dudng
thing tudng ing (xem hinh 2.2 va 2.3).
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F(x) | f(x)

L, - . -
0 o X 0 o Jii x
Hinh 2.2. Gid tr| cua F(a) Hinh 2.3. Xdc sudtP(a s X< p)

Ham mat d6 xac suat cuia mdt bién lién tuc ¢6 hai tinh
chéit co ban gidng nhu ham xac suit 6 muc 2.1 la
(1) flx) 20 Vx;

(ii) j flx)dx =1.

Tt dinh nghia (2.1) va khai niém dao ham, ta c6 thé thay &
ndi nao gia tri ctia f{x) 16n thi tai 14n can diém dé c6 d6 tap
trung xac suit cao, diéu d6 giai thich tén goi mat dd xac suét.

Thidu 2.7. Cho ham mat d6 cia bién ngau nhién X ¢6 dang :

P

acosx, x € _%;% ,

flx) =+ - 2
T T

0, xg|—-——; —1I.

\ 2 2

a) Tim a va xac dinh ham phan phéi xac suit F(x) cua X.
b) Tinh x4c sust dé X nhan gia tri trong khoang [%,n’] :

Giai. a) Dung tinh chét (i1) cua ham méat do:

x

Tf(x)dx =q chosxdx =% =1,
i |

ttdbritra a= ;— Viéc tim F(x) dya vao cdng thic (2.3b). Ta c6:
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Véi x < —% thi I f(x)dx = O;
Véi —-’-2’-< x< g thi _:[f(x)dx =

4

= .
= Jde+ I-l-cosxdx = l(s.in:c +1);
4 " 2 2

—_—

]

N

i

. L) %1
Véi x>% thi _If(x)dx= Igcosxdle.

T

'8

0 xs—f—.

5

Tu d6 Fix) = 4~1—(sinx + 1), T ox< E,
2 2 2

1, x>£.

2

b) Theo (2.2);

P(%<X<zz]=P(%sX<EJ:F(;r)*F(£J

1{ .« 1 V2
=]1--lsin—+1}=—-— - —,
2 4 2 4
Thi du 2.8. Cho xac suit phan ra cua mdt nguyén tu chat
phdng xa trong khoang thoi gian dt kha bé 1a Adt (gia su su
phan ra dé khong phu thudc vao qua khi). Hay xac dinh:
a) Xac sudt dé nguyén ti dé phan ra trong khoang thdi
gian t;

b) Ham mat d6 xac suit cua thdi diém pham rd clua
nguyén tu.
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Giai.

a) Dé thay xac suat khong phan ra cia nguyén ti trong
khoang thdi gian dt 1a 1 — Adt. Chia khoang thoi gian ¢ thanh
t/dt cac khoang con c6 @6 dai dt; tit d6 xac sudt dé nguyén tu
khéng phan ra trong khoang thoi gian d6 xdp xi 1a (do c6 gia
thuyét déc lap) (1 — Adt)#. Lay giéi han khi dt — 0, ta ¢6 xac
suit can tim 1a 1 — e (bdng 1 — xac sudt nguyén ti khéng
phan ra trong khoang thoi gian ¢).

b) Goi T'1a thdi diém phan ra ciia nguyén ti va £(¢) 1a ham
mat do cta T. Ro rang xac sudt dé nguyén tU phén ra ¢ thoi
diém trong khoang thdi gian tit ¢ dén ¢t + dt sé bang xac suat
khéng phan ra trong khoang thai gian ¢ trude dé nhan véi xac
suidt phan ra trong khoang thdi gian dt, tu dé:

Pt <T<t+dt) =f{t)dt =e*idLt.
0,¢t<0,

Vay tacé f(t) =
_y‘ F®) {le"”,t>0.

Pay chinh 12 ham mat d6 cta bién ngiu nhién tuin theo
ludt phdn phot mi, ky hiéu 6 day T ~ £(4).

§3. CAC SO DAC TRUNG CUA BIEN NGAU NHIEN

‘Dau biét rang ham phan phéi xac sudt cho ta théng tin
day du nhat vé bién ngiu nhién, nhung trong thuc té ta khong
thé xac dinh dudc né; tir 46 din dén viéc tim mot vai dic trung
quan trong, thong thudng la dic trung vé vi tri va vé d6 phan
tan. Trong 3 s6 dic trung vé vi tri, dau tién ta xét vé ky vong,
hai s6 khéac 12 mét va trung vi sé xét 6 muc 3.3.

3.1. Ky vong
Dinh nghia 1. Ky vong cta bién ngau nhién X, ky hiéu la
EX, dudc xac dinh nhu sau:
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— néu X 12 bién roi rac c6 ham xac suat p(x) =p, i = 1, 2,... thi:
EX=) x p; | (3.1a)
7i

~ néu X 14 bién lién tuc c6 ham mat d6 f(x), x € R, thi:
EX= |xf(x)dx. (3.1b)

Tir (3.1) ta thay ky vong chinh 14 tong cd trong sd cua tat
ca cac gia tri cua X, hay con 1a tri trung binh cta bién ngiu
nhién (phan biét véi trung binh cong cua cac gia tri). Trong
thuc té, néu quan sat cac gia tri ctia X nhiéu lan va ldy trung
binh cdng, thi khi s6 quan sat cang 16n sé trung binh d6 cang
gan téi ky vong EX, vi vay ky vong con duge goi 1a tri trung
binh cua bién X ma khéng sg nham lan.

Thi du 3.1. Xét la1 thi du 2.1 vé1 X 1a s6 chdm xuét hién
khi gieo mét con xc sic. Theo (3.1a)

EX=%(1+2+8+4+5+6)=8,5.

Nhu vay trong truong hgp xac suadt duge phan phéi déu trén
tap gia tri, ky vong chinh la trung binh cdng cla cac gia tri ay.
EX = 3,5 cdn c6 nghia 1a néu gieo nhiéu lan sé chdm trung
binh thu dugc sé la 3,5.
Thi du 3.2. Tim ky vong ctia bién X trong thi du 2.3.
Giai. Tl eo (3.1a) ta cé:
1'X=0.0,064 +1.0,288 +2.0,432 + 3.0,216 = 1,8.
Thi du 3 3. Tim ky vong cta bién X trong thi du 2.6.
Giai. Trudc hét ta phal tim ham mat d6 cua X, theo (2.3a)
‘l(x -2), x € [2;4],
flx)=12
0, x ¢[2;4].
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T d6 theo (3.1b):

i fex ‘ 10
EX = _;[xf(x)dx - Jg(xWZ)dx -5

Thi du 3.4. M6t ngudi mua 10000 dong x6 s6 16 t6 2 s6 véi
luat choi nhu sau: anh ta sé thidng 700000 déng (gdp 70 lan
tién mua) néu sé mua triung véi 2 sé cudl cua giai doc dic gan
nhat sap téi (va khéng dude déng nao néu khong trung). Hay
tim s6 tién thiang trung binh cia mét 1an choi nhu vay.

Giai. Goi X 1a s6 tién thing cua mét lan choi, rd rang X
nhan cac gia tri 0¢ va 700000¢ véi cac tan suit (va coi luén 1a
x4c suit cliing khong sg lam mat tong quat) tuong tng 1a 99%
va 1%. Tu d6 sb tién thang trung binh chinh la:

EX = 0%99% + 700000%.1% = 7000 déng.

Mac du EX > 0, nhung ché quén rang anh ta da bo ra
10000 déng dé mua x6 s6. Nhu vay trong thuc t& mdi 1an choi

-anh ta mat trung binh 3000 déng.

Ta phét biéu mét s6 tinh chdt clia ky vong:

(i) Ec =c (c —hang sd );

(11) E(cX) = cEX;

) EX+Y)=EX +EY,

(iv) N&u X, Y déc lap thi E(XY) = EX.EY
(dé ¥ rang khai niém doc 1ap sé duge lam rd hon & chuong I11);

(v) Néu Y = ¢(X), thi phu thudc vao X roi rac hay lién tuc

ta co: EY:ZGD(% )p; hoac EY = Igo(x)f(x)dx, trong d6 cac
p(x) va flx) 1a cac ham xac suét hodc mat dd tuong ung.

Thi du 3.5. Gieo déng thdi 2 con xuc siac. Tim tong s6 cham
trung binh.
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Gidi. Goi X, 1a s8 chdm xudt hién cua con xtc sic tha i
(i =1, 2), dé thay tu thi du 3.1 EX, = EX, = 3,5. Mat khac téng
s& cham cua 2 con xuc sic sé 1a X, + X,, tu d6 dung tinh chat
(ii1) cua ky vong, tac6 E(X, + X,) = 3,6+ 3,6 = 7.

3.2. Phuong sai
1. Dang phép 14y ky vong & muc truéc, ta c6 thé dinh
nghia khai niém phuong sai.
Dinh nghia 2. Phuong sai cia bién ngau nhién X, ky hiéu
1a VX. dugc dinh nghia nhu sau:
VX = E[(X - EX)*]. (3.2)

Trong (3.2) ta thay X — EX chinh 14 d6 léch cua bién X so
v6i trung binh cua né, tit ¢6 phuong sai chinh la trung binh
cua binh phuong d6 léch d6. Vay phuong sai dic trung cho 46
phan tan cta bién ngiu nhién quanh tri trung binh cta bién
d6. Cling theo ¥ nghia d6 phuong sai cang 16n thi d6 bat dinh
cua bién tuong tng cang 1dn.

Trong tinh toan, phu thudc vao X 1a ro1 rac (véi ham xéac
suat p(x)) hay lién tuc (v61 ham méat d6 f(x)), ta c6 hai céng
thuc tinh phudng sai:

VX = (x, - EX) p,. (3.3a)

o

hoic: VX = [(x-EX) f(x)x. (3.3b)

Tuy nhién viéc tinh theo (3.3) kha phic tap, vi vay, dung cac
tinh chit cua ky vong, ta c6 thé bién d6i (3.2) vé dang tuong
dudng, kha dé dang dé tinh toan

VX = EX? - (EX)?, (3.4)
vdl cac phuong an tinh tng v6i X rdi rac hay lién tyuc nhu
trong (3.3): :
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VX = pr (Zx P;] (3.4a)

A

v = Ter (s dx—{Txf() ] (3.4b)

_gg —

Thi du 3.6. Bang phin phét ctia bién ngau nhién X trong
thi du 2.3 ¢6 dang:

x j 0 1 9 3
p(x) ’ 0,064 0,288 0,432 0,216
Hay tinh VX,

Giai. Ta da tinh EX = 1,8 trong thi du 3.2. Rd rang viéc
tinh theo (3.3a) kha phiic tap. Ta sé dung ¢6ng thic (3.4a)

VX = 020,064 + 1%2.0,288 + 22.0,432 + 30,216 — 1,8

= 3,96 — 3,24 = 0,72.

Thi du 3.7. Cho ham mat d6 cua bién ngiu nhién X tuan

theo phan phéi ma (xem thi du 2.8, dé y A > 0)
0, x<0,
f(x)= {

Ae ™, x>0.

Hay tinh phuong sai cua X.
Gigi. Dau tién ta tinh ky vong theo (3.1)

EX = Txf(x)dx = AT@‘“dx = %L—
{

T d6 dung (3.4b) ta ¢6:
i 1
VX = A | x’eMdx - — = —-.
] T
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2. Pé y ring phuong sai VX ludn 12 mét s6 khong am. Tit
dinh nghia ta cling thay rang vé méit vat Iy VX khéng cung
thi nguyén (cing don vi do) d61 vdi X, vi vay ta dua vao khai
niém sau day:

Pinh nghia 3. D§ léch chudn cia bién nghu nhién X, ky
hiéu la o(X), duge dinh nghia nhu sau:

o(X)=JVX. (3.5)

T dinh nghia (3.5), nhiéu khi ngudi ta ky hiéu phuong sai
la ¢*(X) ho#c o*(néu da biét rd 1a phuong sai cia bién nao). D6
léch chuan dudc diing thuong xuyén hon phudng sai do ¢6 ciing
dan vi do vdi chinh bién X.

3. Cudi cing ta phat biéu mét s6 tink chdt cha phuong sai
va d6 léch chuan:

(1) Ve = 0 (¢ — hing sb);

(it) V(eX) = ’VX; o(eX) = el o(X);

(i) N&éu X, Y dgc 1ap thi V(X+Y) = VX + VY;

o(X +Y)={c?(X)+c?(Y).

Chu y dicu kién déc lap 12 kha chit, sau nay 6 chuong 111
ta thay c¢6 the gidm nhe. TU ba tinh chit trén, ta c6 thé dan ra
2 hé qua quan trong:

-VX +)=VX.

— Phuon 7 sai cua trung binh cong n bién ngiu nhién doc
lap cung ph. n phdi sé& bé hon n lan phudng sai cua cac bién
thanh phén, :tc la néu VX, = ¢* Vi = 1,n, thi:

X, +X,+.+X, ]_02

n

VX':V[
n

Day chinh 1a 1y do khi do dac cac dai lugng vat 1y ngudi ta
thuong do nhiéu lan réi 14y trung binh cdéng cac két qua.
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3.3. Mot s6 dic so khac

1. M6t 1a gia tri cia bi€n ngau nhién X ¢é kha nang xuat
hién 16n nhét trong m6t l4n can nao d6 cia né. Nhu vay déi
vd1 bién rdi rac mét 12 gia tri cia X ing v8i xac suit 16n nhat,
con d61 véi bién lién tuc mét 12 gia tri lam ham mat d6 dat
max. Nhu vay mot ¢6 thé chi 1a cuc dai dia phuong va mét bién
ngiu nhién ¢ thé c6 mot mét hode nhidu mét.

Thi du 3.8. Cho ham mat d6 cua bién ngiu nhién X tuin
theo phdn phéi Vay-bun

flx)=9x &

—e 4, x> 0.
2

Hay xac dinh mét cua X.
Gidi. Mét ctia X sé 1a nghiém cia phuong trinh:

- 2
Tit &6 mét sé 13 nghidém cla 1 — % = 0. Nhung do x > 0,

suy ra mét = V2 ~ 1,414.

2. Trung vi 1a gia tri clia bién ngiu nhién X chia phan phéi
thanh hai phén ¢é xac suit gidong nhau, titc 12 néu ky hiéu
trung vi 1a medX thi:

N
P(X < medX) = P(X > medX) = 5
T dinh nghia ham phan phéi, ré rang dé tim trung vi ta chi
can giai F(x) = % Trong nhiéu truong hgp Ung dung, trung vi

12 d&c trung vi tri rat tdt, nhiéu khi t6t hon ca ky vong, nhat 1a
khi trong s6 liéu cé nhiing sai s6t thai qua.
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Trung vi con c6 tén goi 12 phan vi 50% cua phan phoi.
Phén vi 1a mdt di€m (gia tri cua X) sao cho xac suit dé bién
ngau nhién nhan gia tri bé hon né sé bang sd phan tram cho
trude cua tong xac sudt phan phéi, chidng han ta néi ring 2 1a
phén vi 72% cua X néu F(2)= 0,72. Théng thudng nguoi ta hay
xét cac phan vi 25%, 50% (trung vi), 75%, 95%,...

Thi du 3.9. Tim trung vi cua bién X trong thi du 3.8.

Giai. R6 rang trung vi 1la nghiém cua phudng trinh:

medX (med X)'
I f(x)dx =0,5hay 1 —e * =0,5;

0

tu dé suy ra medX = 1,665.

Néi chung, ba s0 dic trung ky vong, mot va trung vi khong
trung nhau, chang han ti thi du 3.8 va 3.9 va tinh thém trung
binh, ta ¢6 EX = 1,772; mét = 1,414 va med X = 1,665. Tuy
nhién trong truong hdp phan phoi dé1 xing va chi ¢c6 mot mot
thi ca ba dic trung d6 trung nhau.

3. Mémen la khai niém tong quat hon so véi ky vong va
phuodng sai.

Dinh nghia 4. M6 men cdp k ddi v6i a cha bién ngiu
nhién X 14 mét s xac dinh nhu sau:

vi(a) = E[(X - a)*]. (3.6)
Néu a =0, ta ky hiéu v, = v,(0) = E(X*) va goi né 1a mémen géc
cdp k. R rang ky vong chinh 12 mémen goc cdp 1 EX = v,. Néu
a = EX, ta ky hidu u,= v (EX) = E[X — EX)*] va goi n6 1a
mémen trung tdm cdp k; cing rdo rang phuong sai 14 mdémen
trung tam cap 2 VX = p,.

Mémen c6 vai tro quan trong trong théng ké va ting dung
xac suat. Giia chung (mémen gdc va mdémen trung tam) cé cac
lién hé sau:
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iy =v, ~ U =a%, f(x) 1 1
Hy =V =300, + 207,

_ 3 4
iy =v, —4vav, + 60,07 =3 ,.... —/

Nguoi ta c¢on dung cac - -
mémen dé dic trung cho hinh
dang cia ham mat 46 phén phol:

Hinh 3.1

— Hé s6 bat @i xitng 1a t s6 4 =£2; néu g =0dudng
0—3
cong mat dd d61 xing, néu né am hay duong duong cong dé sé
bat d61 xing tudng ung véi cac dudng I va II trén hinh 3.1.
He
4
duong cong ¢d dinh cang nhon hon. Dudng cong mat dd cla
phén phdi chuédn (xét 6 muc sau) ¢6 f, = 3.

— Hé s6 nhon la ty s6 fB,=-%. Néu ty s6 nay cang lén

§4. MOT SO PHAN PHOI THONG DUNG

4.1. Phan phéi déu
1. Phén phéi déu roi rac
Dinh nghia 1. Bién ngiu nhién X dudge goi 1a tuan theo
ludt déu roi rac véi tham sé n, ky hiéu la X~ & (n), néu X cb
bang phén phoil xac suit
X | 1 2

(4.1)

S |- |3

| 1 1
p(x) ~— —
n n

Nhu viy ham xac sult sé c6 dang p() = l, i=1,n. Nguai
n

ta cdn md rong khai niém phan phéi déu cho bién X nhan gia tri
trén mot tap hitu han bat ky cé n phan tu {x,, x,, ..., x,}; khi d6:
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Dé dang, néu X ~ @/(n) va tit (4.1), ta cé ngay:
n+1 n® -1
IR T

2. Phén phéi déu lién tuc

Pinh nghia 2. Bién ngau nhién X dude goi l1a tudn theo
ludt phan phéi déu lién tuc trén [a;b] ky hiéu la X~ @/ ([a; b)),
néu X ¢6 ham mat 4o (a < b):

1
f)={5a’* L)

O,xe[a; b].

EX =

(4.2)

D6 thi ctia ham f{x) cho trén hinh 4.1. Bing tinh toan don
gian c6 thé tim duge: néu X ~ #([a; b)) thi:

EX=a+b;

(6-a)’ a2

12 1
Phan phdi déu 2/([0; 1]) c6 vai trd
riat quan trong trong mé phong céc
s0 ngiu nhién.

p1
o
o - —— =

4.2. Phan phdi nhi thitc Hinh 4.1
1. Phén phéi Béc-nu-li
Dinh nghia 3. Bién ngau nhién X dudc goi la tudn theo
ludt phan phoi Béc-nu-li, ky hidu 1a X ~ .2(1, p), néu ham xac
suit cua né cd dang:
px)=p(1l-p) =, x=0val. (4.3)

57



Ta thiy moi phép thi chi cé hai két cuc déu c6 thé mé
hinh héa bing phan phéi nay. Ching han mdt phép chi c¢6 két
cuc A véi xac sudt p va A vii xac sudt g = 1 — p. Xay dung
bién ngau nhién X sao cho PX =1) = PA) =p va PX =0) =

P(A): g,tacé X ~%(1, p).

Dé dang t (4.3), bang phan phéi xac suat cua X:
X ‘ 0 1
p(x) { q p
EX=0qg+1p=p,
VX =0% + 1"p-p®=p(1-p) =pq.

Trong thuc té phan phdi Béc-nu-li it duge st dung (c6 thé
do né qua don gian), tuy nhién né duge diing lam co sd dé tim
luat phan phdi cia cac bién ngau nhién khac.

2. Phén phéi nhi thitc

Day 12 mdt trong cac phan phéi rdt hay dung trong théng

ké hién dai. O chuong I ta da lam quen véi luge dé6 Béc-nu-li
khi xét day n phép thi doc lap, giéng nhau, trong modi phép
thi su kién A xuét hién véi xac suat p. Néu goi X 1a s6 lan
xuét hién A trong day n phép thu d6, ta da biét X c¢6 cac gia
tri tit 0 dén n v4i cac xac sudt tuong tng (g = 1 — p):

p(x) =P (x)=C:p*¢"™*, x=0,n. (4.4)

Pinh nghia 4. Bién ngau nhién X dudc goi 1a tudn theo
ludt phdn phél nhi thie, ky hiéu X ~ 2(n, p) néu ham xac suat
cua né ¢6 dang (4.4).

Ban doc hay td xay dung bang phan phdl xac suat cia X~
Z(n, p). Ro rang phan phdi Béc-nu-li 4 trén 12 mét trucng hop
riéng cua phan phdi nhi thic khi » = 1. Can nhic lai cac diéu
kién dé c¢6 phan phdi nhi thic:
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— day cac phép thu gidng nhau, doc lap;

— trong mdi phép thit chi ¢6 2 két cuc (c6 va khong);

— hai tham s6 hing xac dinh: s6 cac phép thii n va xac sudt
xuat hién 1 trong 2 két cuc trén la p.

Thi du 4.1. Cho X ~.% (5; 0,25). Hay x4y dung bang phan
phdi xac suat cua X. sau do6 tinh cac xac suit:

a) X > 3; by X > 1; c) X <4,

Giai. Vé miat y nghia X 14 s6 1an xué&t hién su kién A nao
d6 trong day 5 phép thu ddc lap. biét rdng trong moi phép thu
sd kién A ¢d xa&c suat P(A) = 0,25. Dung coéng thitc (4.4) véi
n =35, p =025, ta sé co:

X 0 1 2 3 4 5

px) | 0.2373 0,3955 0,2637 0.0879 00146  0.0010

QQuan sat bang s6 nay ta thay X = 1 14 gia tri ¢6 xac suét 16n
nhat. vay 1 1a mét cua X, trong Gng dung ngudi ta goi la sé'lan
xudt hién chdc chan nhdt. Viéc tim cac xac suit tuong ng dua
vao bang so trén:

a) PIX > 3)=p4) + p(5)=0,0156;

b) PX21)=1-PX<1)=1-p(0)= 0,7627;

) PX <4)=1-PX>4)=1-p(5) =0,9990.

Co thé dung biéu db (dé thi ciia ham rdi rac) cia p(x) nhu
hinh 4.2.

Bay gio ta tinh ky vong va
phuong sai cia phan phéi nhi 0,41
thic. Rd rang néu X ~ 2 (n, p)
thi X 1a s6 1an xuat hién su kién 0,27
A nao d6 trong day n phép thu |
Béc-nu-li. Goi X, 1a s6 lan xuat 01 2 3 4 & %
hién su kién A dé6 trong phép thu

| p(x)

-

Hinh 4.2
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thiti, i = 1,n. Ta thay X, chi cé hai gia triOva 1 va P(A) =p =
PX =1),X=X,+X,+ ..+ X,. Do cac X; doc 14p, mat khac EX,
=p, VX, = pg, nén ta co:

EX = 3 EX, = np;

i=1
VX = ;VXi = npq.

Chu ¥ ridng khi n kha 16n mtc 46 d8i xing (ddt véi ky
vong) cua ham xéc suét cang rd rét. Néi chung viéc tinh xac
sudt theo cong thic (4.4) kha phic tap, tuy nhién bing cac
chuong trinh may tinh thi khéng c6 vdn dé gi 16n. Viéc tinh
x4p xI clc xac suit d6 da xét d §3 chuong 1 va & cdc muc duéi
day. Ngoai ra dé dang chiing minh hai két qua sau:

Q) NeuX ~L(n, p)thiY=n-X~%(n,1-p).

(i) Néu X, ~ B (n, p), X,~ B(n, p), thi X, + X, - B (n, + n,, p).

4.3. Phan phdi Poa-xéng
Pinh nghia 5. Bién ngiu nhién X duge goi 1a tudn theo
ludt phén phéi Poa-xéng, ky hiéu 1a X~ £(4), néu ham xac
sudt cia né ¢6 dang:
A%e™?

plx) = = x=0,1,2.. (4.5)

Phan phé Poa- xong c6 nhiéu ung dung trong ly thuyet
phuc vu dam dong, kiém tra chit lLIdng san pham... Chang
han s8 cude goi dién thoai ciia mét tdng dai trong 1 ngay, s6
luogng khach hang cua mdt nha bang trong 1 gid... déu 1a cac
bién ngiu nhién ¢6 phan phéi Poa-xdng.

Cé thé ching minh ring CXp*(1-p)"™, khi n > + «,

x, -4

p — 0 sao cho np & A= hing s8, ¢6 gidéi han . Trong thuc

hanh, néu n kha 16n va p kha bé, thi (1 = np):
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Ae "
x!

Px)=C,p*(1 - p)"™ =

Thi du 4.2. Ngudi ta van chuyén 5000 chai rugu vao xho
v6i x4c sudt vd ciia mdi chai 1a 0,0004. Tinh xac suit dé khi
van chuyén cé khéng qua 1 chai bi v8.

Gidi. C6 thé dung luge d6 Béc-nu-li (phan phéi nhi thic),
nhung n = 5000 rit 16n, con p = 0,0004 qua bé. Néu goi X la s6
chai bi v@ khi van chuyén, c6 thé coi phan phéi clia X x&p xi
vdi phan phoi Poa-x6ng véi A = np = 2. Tir d6 theo (4.5):

22" 2 3

P(0sX<l)=e ot T _?20,406.
Ta di tinh céc s8 dac trung caa X ~ 2(1):
+3X o0
EX =) ap(x)= ) xe*
; =) ; x!

e Ao AT,
=e ;(x—l)!_ie ;(x—l)!—ﬂe e’ = A;

VX =E(X?)-(EX) =2 +1- A=A

D61 khi nguoi ta yéu cau tinh mét cia X. Ngusi ta da
chitng minh A — 1 < mét X < 1. Néu A nguyén, ta c6 2 mét 1a A
vad A — 1; cOn néu A khéng nguyén, mdt sé 1a gia tri nguyén
nam gida 4 — 1 va 4. Trong thi du 4.2 mét caa X1a 1 va 2, 4§ 1a
s6 chai ¢6 kha nang v nhidu nhat khi van chuyén (xac suit vé
bing 0,2707 cho méi trudng hgp X = 1 hosic X = 2).

4.4. Cac phan phdi rdi rac khac

1. Mt trong céic gia thiét cia phan phdi nhi thic 1a su doc
lap cua cac phép thu thanh vién trong day. Trong nhiéu bai
toan thuc té giai thiét d6 khéng dude thoa man. Mgt trudng
hop c6 dién 1a viéc chon miu khong hoan lai, trong dé xac suit
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khéng con la hang s6 nta. T'hi du ta ¢ N san pham trong d6

¢6 m phé& pham: néu ta chon khéng hoan lai ra n san pham va

goi X 12 s& ph® phiam trong dé thi P(X = x) sé khong con duge

tinh theo (4.4) duge nia (dé ¥ mudn tinh theo (4.4) ta phai

chon ¢6 hoan 1ai). Theo dinh nghia ¢ dién, xac suit dé trong n

san pham c6 dung x ph& pham chinh la:

C:z C;:—:n
Cy

Dinh nghia 6. Bién ngau nhién X duge goi la tuan theo

ludt phdan phéi siéu hinh hoc, ky hiéu 1a X -~ 7N, n, p). néu

ham xéc sudt duge xac dinh theo cong thie:

CL .CL7

W x=0,1, .., 0, (4.6)

C:{.’

Dé y rang trong cong thice (4.6). néu luu vy dén thi du bén

P (x)= x=0,1,..,n

plx) =

A - - - m - -3 ~ ~ P . - -
trén dinh ng'ija, tacé p = ~ 14 ty 1&é phé pham lde ban dau. va

néu dat g =1 — p thi (4.6) s& trd thanh:
plx) = C—‘%—Eﬁq—, x=0,1,.. n
N
Khi N rat 16n, xac sudt p sé it thay do6i va khi d6 ta c¢6 thé
diing lai (4.4) dé xap xi cho (4.6) va gia thiét p 1a hing xac
dinh khéng bi thay d6i dang ké.

Thi du 4.3. Trong mé6t hép dén 15 béng ¢6 5 bong kém chat
lugng. Chon ngau nhién ra 10 béng (tat nhién khéng hoan lai),
hay l4p bang phin phdi x4c suit cia sé béng kém chat lugng
trong méu chon ra.

Giai. R6 rang X tudn theo phan phéi sidu hinh hoc véi
. 1 L. A S a2
N=15,n=10va p= re Dung phan mém dé tinh theo (4.6), ta

¢6 bang phan phét nhu sau:
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.1:|O 1 2 3 4 5

p(x)|0,00033 0.01665 0,14985 0,39960 0,34965 0,08392

x | 6 7 8 9 10

px) | 0 0 0 0 0
Trong truong hop nay ta khéng thé xap x1 cac xac suit bing
phin phéi nhi thic duge. chang han tinh theo (4.4) véi n = 10,

p = % ta 6 P,o(3) = 0,26012: P,,(7) = 0,01626, ... Trong thuc

hanh khi N > 107 ngudi ta méi chdp nhan xi bang phan phoi
nhi thic.

Cé thé chitng minh dude ring néu X ~ 7N, n, p):

Ngoai ra khi N = « sao cho —;“7 — 0 ta c6:

Cx CH“X
: Np ™~ Nq oy X N-X
}L1m = pq T,

-3
N N

vil p = —E—- Diéu d6 giai thich cho viéc xap x1 phdn phdi siéu
hinh bing phan phéi nhi thic khi N kha 16n.

Trong muc nay ta dinh nghia thém hai phan phéi rdi rac
14y co so cua phép thu Béc-nu-li.

2. Pinh nghia 7. Bién ngau nhién X dudge goi 1a tuan theo
ludt phdn phéi hinh hoc, ky hidu 12 X ~ &(p), néu ham xac
suét cia noé cé dang:

plx)=p(l-p). x=0,1,2,.. (4.7)

Tu d6 ta thay X chinh la s& lan khéng xuit hién trudc

lan xu&t hién dau tién ciia mdt sy kién A nao d6 (trong day
Béc-nu-li véi P(A) = p). Dé dang chiing minh khi X~ &(p).
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Ex-1P_9.yx_l-P _4

g - _2°

P p p P

3. Dinh nghia 8. Bién nghu nhién X dugc goi 1a tuan theo
ludt phéan phét nhi thic Gm, ky hiéu 1la X~ (r, p), néu ham
x4c suflt cua né c6 dang:

p(x)=C},_ . .p1-p)y, x=0,1,2 .. (4.8)

Y nghia caa X chinh 12 8 14n khong xuét hién trude 14n xuit
hién thd r (- > 0) cua mét su kién A nao d6 (trong day Béc-nu-li
véi P(A) = p). So sanh (4.7) va (4.8) ta thay rang phan phdi
hinh hoc la truong hgp riéng cua phan phéi nhi thic 4m khi
r = 1. Ciing ¢6 thé chitng to khi X ~ A4 Z (r, p).

EX=—£€; VXzf-(l (g=1- p).

p p’

d »? - - - A 7 - A -~ N 7 Y
Cé thé tom tat cac quan hé cua cac phan phéi rdi rac g trén
bang so d6 sau: |

- , S& khong xuat hién
Béc-nu-li trude 1an xuat hién thi r
F Y
S& xuat hién
trong n phép thu
n>1 n=1
\ 4 ¥

R p—0 . . . .y oA
Poa-xdng YT Nhi thic Nhi thic 4m
N> 10n Chon khéng r=1 r> 1

hoan lai
Y
[Siéu hinh hoc Hinh hoc

So db quan hé giida cdc phén phéi réi rac
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4.5. Phan phdi chuan

Day la phin phéi lién tuc quan trong va ¢6 ting dung réng
rai nhat, con cé tén goi la phén phéi Gao-xo.

Pinh nghia 9. Bién ngau nhién X duge goi 1 tuan theo
ludt phéan phéi chudn, ky hiéu 1a X ~ of(a, %), néu ham mat
d6 cua né cé dang

(x-a)
1 _le-ay

e 0 ,xeR. (4.9)

f(x)— ovN2nr
Dé thay hai tham s&
trong (4.9) la a va o¢° ciing f(x)
chinh 1a hai s6 déc trung :
quan trong EX va VX, con o !
la d6 léch chuin cua X. Vé I
mat d6 thi, dudng cong (4.9) i

c6 dang hinh chuéng (xem O : : II 68‘;6% il ; :x
hinh 4.3). Tu hinh vé 4.3 ta | : 05 44% i I
théjy ham f(x) tl"OI‘lg (49) dé’l : - 99.74% :
xing qua EX = q, tud 46 Hinh 4.3

medX = a, dong thdi mét X =a
do ham dat max taix = a. Néu ta lay lan can ocla a, thi phan
dién tich chin bdi f(x), tuc hoanh va cac dudng x = @ * o sé
c6 dién tich bang 68.26% (don vi dién tich). Pé ciing chinh 1a
PlX —-al < o) = 68,26%. Tuong ty ta cing cé
P(X -al<20) =9544%;
P(X-al<306)=99,74%. (4.10)
Céng thidc (4.10) cho ta thay hau chic chin bién ngau nhién
X ~ of(a, o) sé nhan gia tri trong 14n cin 3o cua ky vong, su
kién dé mang tén goi quy tdc 3o rit quen thude trong cac tinh
toan ky thuat. Qua hinh 4.3 ta cang thay ro néu EX 1a dic
trung dinh vi cua phan phol, thi VX la dic trung d6 tan xa.
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Néu ¢’ cang 16n f(x) phan tan nhiéu hon, dinh d6 thi cang
thap va tu hon, dudng cong tiém can téi truc hoanh cham
hon (chi ¥ 1a tdng dién tich chin bdi f(x) va truc Ox ludn
bang 1).

Thi du 4.4. D6 dai mét chi tiét may gid st tudn theo luat
phan phdi chuén véi tri trung binh 20cm va d6 léch chuén 1a
0,5. Hay tinh xac suat khi chon nglu nhién ra mdt chi tiét thi
d6 dai cua no:

a) 16n hon 20cm;

b) bé hon 19,5cm;

¢) 16n hon 21,6cm.

Giai. Goi X la d6 dai cua chi tiét may chon ra. ré rang
X ~ o#1(20; 0,57).

a) Do phén phdi d61 xing qua ky vong nén P(X > 20) = 0,5.

b) Do P(19,5 < X < 20,5) = 68,26% (quy tic 10) nén x4c
suiat dé X ndm ngoai khoang dé 14 31,74%. Do tinh 431 xtng
P(X < 19,5) = 15,87% (va ciing bang P(X > 20.5)).

¢) Do ciing 1y do nhu trén va dung quy tic 30 ta cé
P(X > 21,5) = (1- 99,74%)/2 = 0,13% = 0,0013 (xdc suat khong
dang ké).

Tuy nhién trong thi du trén khé tim duge xac sudt dé do
dai X nam trong mdt khodng tuy ¥. Coé hai cach giai quyét
hodic diing may tinh véi cdc phdn mém tuong ting, hoic si
dung céac bang s6 c6 sin. O chuong 1 §3 ta da dua vao khai
niém ham Lap-la-xg

1 % .t _
$lx) = e *dt. (4.11)
(%) = 7= OI
Ta sé tim cach bién déi (4.9) va ham phan phdi tudng Ung cta
X ~ o#a; o dé c6 thé diung duge bang s6 ham trén. D& thiy
tl (4.9), ham phan phéi cia X ¢6 dang:
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F(x) = Ie__'z‘_’T dt. (4.12)

o
F(x)= —1—~_(]:e_§dz
Ner
1 (}e—%dz + Lﬁ;;j(-,’i;"dz. (4.13)
N2 2r 3§
Mait khac phép bién ddi bién trén sé Gng véi phép bién d6i:
_X-a | (4.14)
o

tit d6 do X~ o#{a; &%), nén Z ~ o#(0; 1) véi ham mat ds:

e 2 (ham Gao-x0).

fe) = \,;—n

Phan phéi o#(0; 1) s& ¢6 tén goi 1a phan phéi chudn rit gon,
hay phan phdi chudn chudn tic va dong tac bién ddi (4.14)
dudce goi 1a quy chudn. Do ky vong ctia Z bing 0 nén

0
P(2<0)= [f(z)dz=0,5
va tiu (4.13) ta co:

F(x):—i—w("““}. (4.15)

O

Viée biét dudec ham phan phéi trong (4.15) cho phép chung ta
tinh duge mol xac sudt cua X théng qua ham Lap-la-xo trong
(4.11) dudc xac dinh trong bang s6 2. Chu ¥ rang Z chi ¢6 phan
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phdi chuin khi bién X tuong tdng tuan theo luat chuan. tuy
nhién Z lu6n ¢6 ky vong 0 va phuong sai 1.

Bay gid gia st ta muén tinh P(a < X < ), biét rang X~ ot”
(a; o). Dung tinh chat cia ham phéan phéi caa X ta cé ngay. ¢d
tinh dén (4.15):

Pla<X<p)=F(B)-F(a)= qs[ﬂ“"}gs[“ "“). (4.16)

o o
Trong truéng hdp dic biét néu ta mudn tinh P(|X -a|) < &) tay

y, viét lai |X—~a| <¢ thanh a-¢ < X <a+¢ va tu dé:

P(|X - d|<¢&)= ¢{§-_) - ¢[-2] = 2¢[9.

V41 su kién nay, cac két qua dude tinh trong thi du 4.4 1a cac
truong hdp riéng ing véi ¢ =c va 3o. Néu ta chon ¢ tuy y,
ching han ¢= 1,25 (dung sai cia may) va mudn tinh xac suit
P(|X -20]) <1,25) véi a = 20 chinh 12 d3 dai quy dinh, khi d6
theo cong thic trén:

P(|X -20|<1,25) = 2¢(16255) = 24(2,5)

_ = 2.0,4938 = 0,9876.
( day x4c sust nay c6 ¥ nghia 14 ty 1& chinh phim cta chiéc
may da cho bang 98,76%.
Téng ctia n bién ngdu nhién dbc lap ciung cé6 phan phéi

chuin vin 1a mét bién ngiu nhién chuin (ma ta c6 thé chiing
minh bang cac k&t qua ¢ chuong III). T 46 néu X, - of#la; &°

b

Vi= 1,n,va doc lap, theo cac tinh chit ciia ky vong va phuong sai:

}?:Xl + X+ X, c/V[ UZJ

a”m
n

; (4.17a)
n
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tuong duong vii diéu doé néu dit:
X-a

o

7 = Jn,thi Z ~ 4 7(0: 1). (4.17b)

Phan phdi chuéin ¢6 thé diung x&p xi kha tot cho mét s&
phan phoéi rdi rac. D61 v6i phan phot nhi thite, khi tham s6 p
khéng qua gan 0 hoac 1 va n kha 16n, % (n, p) sé rat gan véi
o¥(np; npq); viéc x4p xi sé rat tdt néu np > 5 khi p < 0,5 hoic
n{l —p)=25khip >0,5 Tudé néu X~ £, p) va cé cac diéu
kién & trén thi (xem §3 chuong I):

PlasX<p)- ¢{HJ¢[H] (.18)

, ¢ —ham Gao-xo.

Q,[z: ?":P_J
P(X=a)= \/’_{IE
Jnpq
Trong trudng hgp nhu vy ngudi ta néi rang luat nhi thitc hdi
tu theo ludt dén luat chuidn chuin tic va viét:
X-np L
Thidu 4.5. Xét X~ %2(20; 0,4), tinh P(4 <X < 13).
Giai. Theo (4.18):

13-8 4-8
P{4<X <13} = - @ ——= | = ¢(2,28 1,83
(45X 210) <4 922 o 428 - of228) s o050

= 0,4884 + 0,4664 = 0,9548.

Nhung do n = 20 van chua that 1dn, trong thuc hanh ngudi ta
hiéu chinh (4.18) nhu sau:

. 'ﬂ+0,5—np a—-0,5-np
Pla<xX<f)=¢ —¢ .
L | ( VIpq ] { Vnpg }

> oA(0; 1).
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Viéc c¢dng thém vao +0,5 va 0,5 chinh 14 yé&u t6 hidu chinh khi
x4p xi mdt bién roi rac bang bién lién tuc. Tu 46

P(4< X <13)=¢(2,51)+ ¢(1,60) = 0,9743.

Dé ¥ 12 két qua that cia xac suit nay 1a 0,978,
Ngudi ta cting chitng minh dugc ring, néu X - #2(4) thi:
X-A i
2

4.6. Cac phan phdi lién tuc khac

Ngudi ta da thay rang nhiéu phan phdi lién tue duge cam
sinh tryc ti€p béi phan phéi chuén (ké ca chuén). Trong muc
nay ta sé xét mot sé phén phdi quan trong hay dung trong
thong ké. Cac phan phéi khac c¢6 thé tham khao trong bang
théng ké 6 cudi tiét nay.
| 1. Phén phoi ¥ véi n bac tu do, ky hiéu 1a #4(n), ¢ thé
dudc dinh nghia bang viéc xac dinh ham m4t do:

» oA (0; 1).

n X

Za -2
x? e ?

f(x)= =~
2‘51“(?-)
2

trong dé ham gam-ma da dugc xét trong giai tich

, x>0, n>0, (4.19)

I'(x) = J]-t":'le"fdt, x>0
0
cé céc tinh chat Vi nguyén
ODIreg+H=¢=>20;
.. i i ) 3 1 . ’
(11) F(EJ = [5 — 1)[5—2]...5.5@; (T >2,le);
M) I'x)=@x-DIr(x~1),x e R.
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Tuy nhién cach dinh nghia nay kha phtc tap va khong cho
ta cAch xac dinh rd rang phan phdi ¥ xuat phat ti phan
phéi chuan.

Dinh nghia 10. Xét n bién ngau nhién ddc lap X; ~ #10; 1),

i = 1, n. Khi d6 bién ngau nhién:
U, = ZX:Z'#* r°(n). (4.20)
i

Ro rang (4.20) cho ta cach nhan biét don gian mot bién cé
phéan phdi khi binh phuong xuit phat ti n bién déc 1ap cung
phan phéi chuin chuin tic. Dang d6 thi cia ham mat 46
(4.19) cho ¢ hinh 4.4. Cac s6 dac trung quan trong la

EU, =n,

thJrl = 2n. } Fix)
Phin phéi ¥* ¢6 modt vai tinh n>29
chit quan trong:

a) Neu X ~ 2(n), Y ~ 2% (m),
vadoclap = X + Y ~ ¥(n + m). n=1

v -n -
b) — Lo (0; 1). Hinh 4.4
ven "7 (0:2) "

Ngoai ra ¢6 mdt hé qua quan trong sé duge ding nhiéu
trong théng ké: N&u ta ¢6 n bién déc lap X, ~ oH#a; o); i=1,n,

va X = L(X, 4.+ X,) thi S D(X, - X) - 2%(n-1). (420

n g i
Trong (4.21) do ta thay thé ¢ bing X, vi viy béc ty do cla
phan pho1 #* da bét di 1. Viéc tinh toan véi phan phél y*(n) dua
vé su dung bang 4 trong phu luc hoac diing méay tinh.
2. Ta sé dung cach dinh nghia & trén dé xac dinh luat phdn
phét Stiu-don v6i n bace tu do, ky hiédu 14 #(n).
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Pinh nghia 11. Cho X va Y 14 hai bién ngau nhién doc l4p
tuan theo luat o#7(0; 1) va % (n) tuong tng. Khi d6 bién
X
T =2 ~t(n). (4.22)
v (n)

n

Ham mat dd ciia phan phéi ¢(n) cho ¢ bang cudi tiét, do thi
cua né cé dang rat gidng véi dudng cong chuan. Cac s6 dic
trung cua T, 14 (cha ¥ ham mat 46 dé1 xing):

ET, =0 (n > 1);

n

VT, = (n>2).

n—2
Phan phél Stiu-don c¢é tinh chit quan trong:
T, —==— o/ (0; 1).

Trong thuc hanh, khi n > 30, d6 thi ctia duong cong mat dd
phan phéi ¢(n) 43 rat gan vdi «#°(0; 1). Chuy khin =1, ta co
phan phsi Cb-si, d6 12 phan phél khéng ¢6 mé men nao. Bang
phan vi ¢(n) cho 6 phan phu luc (bang 3).

3. Ty s6 ctiia hal bién ngau nhién déc 1ap ¢é phan phét 3
cho ta mét phan phél méi (ky hiéu 1a F#(n, m) — phén phéi Phi-so
~ Sne-do-co v8i n va m bac tu do).

Dinh nghia 12. Cho X va Y la hai bién nglu nhién doc lap
tuan theo luat ¥*(n) va y*(m) tudng tng. Khi 46 bién

Xin |
Y/m

Ham mat d6 cta phan phdi & (n, m) cho ¢ bang cudi tiét.
D6 thi clia ham d6 c6 dang gan gidng véi duong cong mat do 1~
Bién c¢6 cac dic trung:

U= ~F{n, m). (4.23)

EU =——(m>2),
m-2
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2m2(n+ m —2)
n(m-4)(m- 2)2

(m > 4).

Pé ¥ tit (4.23), do vai tro cia X va Y c6 thé d6i cho nhau nén
néu U~ F(n, m), V~%(m, n)thi U va % ¢6 cung phan phoi.

Ngoaira néu n = 1, tit (4.22) thay ngay ring T, tuan theo luat
F(@1, m).

4. Dinh nghia 13. X tuin theo luat phdn phéi Gam-ma,
ky hiéula X ~ y(r, ), néu ham mat d6 c6 dang:

flx) = e x" ' r>0,1>0 2>0. (4.24)

A
I(x)
(ham 7I'(x) da xac dinh ¢ trén).

Cac sd dac trung caa X ~ y(r, 1):
EX=— VX =—
A’ ,z;*
Ta dé y mot sb tinh chit quan trong cia phan phéi Gam-ma
a)NeuX~up, A),Y~Hg, Hvadoclap=>X+Y~ g +p, A).
b) Néu X ~y(r,1) thi
X-r
J; rox

DE ¥ néu r = 1, ta ¢6 phan phdi ma &2) (xem thi du 2.8
chudng nay) ¢6 nhiéu ing dung trong ly thuyét d6 tin cay.

> oA (0; 1).

5. Bang tong két cac phan phdi lién tuc.
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Bang téng két phan phoi lién tuc

Ham mat do f{x) EX VX
1 exp __l_(x—a“ﬂ,a>0 a o’
oN27 2\ o
n_, x
x2 e? x>0
n n *'n>0 n 2n
2: I —
(3
+1
G
_1_.__.___2.._(1+£-)['],n>0 0(n>1) — (n>2)
g
2
nom s
nﬁmzf[n Qm) =2 A 2m2(n+m—2)
x? (m+ nx) 2 m :
I‘(%)F('—;—) m(m>2) n(m-2) (m-4)

(m>4)




Bang tong két phdi lién tuc (tiép)

A, v x>0
(Az) e, 4 F30 r T
1a I'(r) ’ ) e
Ae™ A x>0 1 —17
B A A’
2
1 a<x<p a+b (b—a)
- b-a 2 12
i A x>0 -2 1 2 2 5 1
alx exp(—ax )a,l >0 a *F[1+I} a *[F[1+1—)—F (“-EH
(nx-a)* | x>0 o’
a\/—x GXD[ ——ég_——} o> 0 exp(a+ 2] exp(2a+crz)[exp(0'2)—1:’
f(a + /1) x“'l(l—x)l_l O<x<l o al
!'(a)]"(l) ‘@, A>0 a+A (a+,1)“)(a+i+1)




Tit bang tdng k&t trén, c6 thé xay dung so 8 quan hé sau:

() zex)
np =6 vap <0,6

Chuin (X) Z » Stiu-don
' A
l InX / xz(n) /'n

2 ﬂa‘-
Laga chuin 2(Z) (1, n)
F
z F
n =m_- l
r==10) _Y" 17
2 [ “Trxy =2
y = n Bé-ta
2 R R
- r=1 -
Vay-bun as= A )Mﬁl‘ : Gam-ma ¥ = | o
p=r "y
f Déu
So dé quan hé gira cdc phan phéi lién tuc
BAI TAP

1. Mot xi nghiép c¢6 3 xe 6 td vdi cac xac suat lam viée tot
trong ngay la 0,99; 0,995 va 0,999. Tim bang phan pho6i
x4c sudlt cua sd xe hong trong ngay.

2. Hai cau tht thay nhau ném béng vao r6 cho dén khi nao
trung rd thi ditng ném, biét ring xic suit ném tring cla
moi ngudi tuong dng 1a 0,6 va 0,7 (trong mdi 1an ném).
Tim luat phan phdl xac suit caa:

a) s0 1an ném cta ciu thu thda nhat:
b) s8 14n ném cua ca hai ciu thu.

3. M6t td c6 6 nam va 4 nit. Chon ngiu nhién ra 3 ngudi. Tim

luat phén phdi cua sd ni trong nhém duge chon.
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10.

X4c suit chita khoi bénh A ciua mét bac si 1a 0,8. Tim luat

phan phdi cia s& duge chita khoi bénh trong mét nhém

bénh nhan gém 5 nguoi do bac si d6 diéu tri.

Cho bang phén phdi xac suit cua mét bién X nao dé c¢6 dang:
x |1 2 3 4 5

P(x)‘ a 2a a 3a 2a

(¢ la tham s6). Hay xac dinh: a) tham sb a; b) gia tri & nho

nhit sac cho P(X <k)> -é—

M6t ving dan cu cé ty 1@ sot rét 14 5%. Can chon ra it nhét
bao nhiéu ngudi dé v6i xac sudt 95% trong sd d6 cé it nhat
1 ngudi méic bénh sot rét?

Xac suit bdn tring dich cia mot khau sing la p. Tién
hanh ban lién tiép trong diéu kién nhu nhau dén khi
tring thi dimg bén. Tim s6 dan trung binh phai bén.

Cho ham mat d6 cia bién ngau nhién X ¢6 dang:

-X

e
Q1+e)In2’

Hay tinh EX va VX,

Cho bién X ¢6 ham phén phoi ¢6 dang:

( 0, x < 2,

x>0

f(x)=

F(x)=qa+b arcsini, ~2<x <2,
2

1, x > 2.

\

a) Xac dinh a va b; b) Tim ham mat d6 flx); tim cac sb6 dac
trung EX, VX, mot X, medX.

Ning suat lia ¢ méot dia phudng 14 bién ngau nhién cé phan
phéi chudn véi ky vong 42 ta/ha va o= 3 ta/ha. Tim xéc suat
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11.

12,

13.
14.

15.

16.

17.

18.
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dé khi giat nglu nhién 3 thia ruéng thi ¢6 2 thiia ¢6 nang
suét sai léch so v4i trung binh khéng qua 1 ta/ha.

Kiém tra ch&t lugng 100 san phim véi ty 1& chinh pham
0,95. Tim xac sudt dé s6 san pham dat tiéu chudn nam
trong khoang tit 900 dén 980.

0 mot thia rudng trung binh trong mot gid tim duge 60
con sau. Tim x&c suit trong vong 1 phuat khéng tim thay
con sau nao.
Tim mo6t cta bién X tuan theo luat nhi thie.
Mot vién dan c6 tAm xa trung binh 1a 300 m. Gia st tam xa
d6 12 mét bién ngiu nhién tuin theo luat chudn véi o = 10.
Hay tim ti 1é dan bay qua tidm xa trung binh tir 15 dén 30 m.
Bién d6 dao ddng cua thanh tau thuy la bién ngdu nhién X
tuan theo luat phan phoi Ré-le
o
fx)= e 2 (x>0).
g

Tim xac suét dé bién do dao dong 16n hon trung binh cia né.
T két qua 2 1an thi nghiém ta c¢6 2 dai ludng ngau nhién
doc lap cung phan phéi »* véi bac tu do tuong ting 1a 4 va
6. Tim xac sudt dé dai lugng thd nhit bé hon 3 lan dai
lugng tha hai.

Chcac X, ~ M"[O, —;J i=15Y ~ M’(O, %], [ =111, v. gia

5 11
st chung doc lap. Tinh P( Z 221@2}
=1 i=1

Cho X ~0#7(3,1),Y ~o#(4,2) doc 1ap. Tim céc xac sadi

a)X>Y,;
b) X > 2Y.



Chuong lli
BIEN NGAU NHIEN NHIEU CHIEU

§1. LUAT PHAN PHOI CUA BIEN NGAU NHIEN
NHIEU CHIEU

1.1. Cac khai niém cd so

1.0 hai chuong trude ta da nghién citu ban chat xac suat
cua mdt bién ngau nhién riéng ré. Nhung trong thuc t€ nhiéu
khi phai xét déng thdi nhiéu bién khac nhau ¢6 quan hé tuong
ho6 va dan téi khai niém véc to ngau nhién hay bién ngau nhién
nhiéu chiéu. Nhiing thi du vé cAc bién nhiéu chiéu rat phd
bién, ching han khi nghién citu mét chi tiét may, ta quan tdm
dong thoi dén nhiéu khia canh khéac nhau nhu trong lugng,
kich thude (riéng né da l1a nhiéu chiéu), chat lugng, chat liéu...
Viéc nghién cu riéng ré titng khia canh cé thé cho ta cac
thong tin khong day du.

Dé cho don gian, ta nghién ctu bién ngiu nhién 2 chiéu
(X, Y), trong @6 X va Y 1a cac bién mot chiéu. Hau hét cac két
qua c6 thé mé réng kha dé& dang cho bién n chiéu. Néu X va Y la
rdi rac, ta ¢é bién ngau nhién hai chiéu roi rac; néu chung lién
tuc, ta c6 bién hai chiéu lién tuc. Sé phiic tap hon mét chit la
mot bién roi rac va mot bién lién tuc ma ta khong xét 6 day.

2. Ta phat trién khai niém ham phan phéi xdc suét cho bién
ngau nhién hai chiéu. Xét hai su kién A = X <x} va B={Y <y}

Pinh nghia 1. Ham phdn phéi xdc sudt cua bién hai chiéu
(X, Y) duge xac dinh nhu sau:

F(x,y)=P(AB)=P(X <x; Y<y),x,yeR. (1.1)
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Trong nhiéu tai liéu ham F(x, y) trong (1.1) dudc goi la
ham phén phéi déng thoi cia hai bién X va Y. Day la mét ham
thuc hai bién va vé méit hinh hoc ta cé thé biéu dién tap xac
dinh cua F(x, y) bing cic diém trén mit phing toa d6 Dé-cac.

Tuong tu nhu trudng hgp mot chiéu, ta ¢6 thé din ra mot
so tinh chit cia ham phan phdi hai chiéu

W)12Fx,y)20;

(1i) F(x, y) khong giam theo tiing d61 sd;

(il)) F(-w, y)=F(x; —)=0; F(+o0; +)=1(gi4 tri +w hiéu
theo nghia lay gidi han);

(v) Véi x, < x,, ¥, <y, ta ludn ¢6

P, <X <xyy, <Y <y, =Flx,, y,)) - Flx,, y,) - Flx,, y,) +
Fx,, y.).

D6 chinh 1a xac sufit dé diém ngdu nhién (X, Y) roi vao mién
chit nhat ABCD (xem hinh 1.1).

Dé y rang

F(x;+0)=P(X <x;Y <+0)=P(X <x)=F (x);

F(+0;y)=P(X <+, Y < y)=P(Y < y)
la cac phan phdi cua riéng tiung
thanh phan X va Y tuong vng;
chung dudc goi la cac phdn phé: y
bién cua bién hai chiéu (X, Y). Do D

cting chinh 12 cac phan phél (mét Yep-- 7 c

chiéu) théng thudng cua X va Y. ¥ /////% B
3. O chuong 1 ta da lam quen 1

v31 khai niém doc lap cua hail sy

kién A va B: ching dugc goi la doc

lap néu P(AB) = P(A)P(B). Ap dung
khai niém nay vao (1.1) ta co

I
o
——
2

Hinh 1.1
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Dinh nghia 2. Hai bién ngiu nhién X va Y duge goi la dic
lgp néu

F(x,y)=F (x) F(y) (1.2)

T#t nhién néu X va Y ddc lap, ta c6 thé nghién cttu riéng ré
ting bién theo cac phudng phap da cé va tit cac phan phéi bién
caa X va'Y c¢6 thé xac dinh dugc phén phéi cua (X, Y) theo
(1.2). Tuy nhién ching khéng d4 dé xac dinh phan phdi déng
thoi néu X va Y khéng déc lap.

1.2. Phan phoi xac suat chGa bién ngau nhién hai chiéu rdi rac

1. Gidng nhu trudng hdp mét chiéu ta tim cach xéc dinh
bién hai chiéu rdi rac qua bang phan phéi xéc suit.

Pinh nghja 3. Bdng phdn phéi xdc sudt cua bién (X, Y)
roi rac la

Yy | % Yo 7 o | Im >
X j
Xy Py | P Py Pim Py (xl)
Xy Dy Dy D Pon Py (x;)
x; Pi Pz . by Pin, P (xi )
xn pn]_ pn2 “ e pn_; e pnm Pl (xn)
Zi:_ po(m) | pe(y2) | ... | P2 (yj) e | P2Vm) 1

trong d6 p, = P(X =x;Y = yj) 12 xac suit ddng thoi dé X 14y
gia trix, i=1n, va Y 14y gid y,, j =L, m. Bang nay c6 thé trd
thanh v6 han khi n, m nhéan gia tri .

Giéng nhu trong trudng hdp mét ch_i_@, ta xac dinh ham
xac sult p(x, y)sao cho p(x;,y,)=p,,i=Ln, j=1,m. Ham nay
c6 tinh chat:
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(1) ZZ p;=1 (tong hiéu theo nghia 18y theo Vi, j).
iJ
Tu dinh nghia 3, ta ¢6 thé tim duge ham phan phéi xac
suat duge dua vao bang (1.1):

F(x, y)= Z Z p;- (1.3)

X <x ¥ <Y

Céac phén phéi bién ciia bién hai chiéu dang xét duge xac dinh ti:

P(X=x£)=p1(xi)=2pu,i=l,_n; (1.4a)
-
P(Y=y;)=py(y;)= 2Py i =Lm (1.4b)
Thi du 1.1. Cho bang phan phégi dong thdicia X va Y:
Y11 2 3
x
1 0,10 0,25 0,10
2 0,15 0,05 0,35

Tim luat phin phéi xac suit cia cic bién X va Y, sau d6 tinh
F2, 3). |

Gidi. Liy tdng hang va téng ct tuong ng cha bang sé, ta
c6 cac phan phél bién can tim (xem (1.4)):

x|12 'y\1 > 3

px) | 045 0,55 p.(y) | 025 030 045
Viée tinh F(2, 3) dua vao (1.3):
F(2,3=> Y p;,=p,+P,=035.

x;<2 y;<3
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Tu dinh nghia 2, hai bién rdi rac X, Y dugc got 1a doc lap
néu véi moi cip gia tri x;, y;, ta ludn c6

b; =P|(xi)Pz(J’j),i=f;,j=l,m (1.5)

R4 rang trong thi du 1.1 ta thay p,, = 0,10 #p,(1)p,(1) = 0,1125;
viay hai bién X va Y ¢ day khong doc lap do (1.5) bi pha khi
i =j=1.Co6thé chiing td (1.2) va (1.5) la tuong dudng.

2. BAy gid gia st Y lay mdt gii tri cd dinh nao 46 va ta
mudn quan tidm dén luit phan phdi xac suit caa X ¢6 bi anh
hudng khong. Theo céng thic x4c suat ¢ diéu kién 6 chuong I
P(X =x;Y = yk)

P(Y = )

Nhu vay (1.6) cho phép ta dinh nghia luat phin phéi cé diéu
kién ctia X biét Y nhan gi4 tri y, cu thé. Tudng tu cb thé xAac

P(X=x|Y=y,)= i=Ln  (1.6)

dinh luat phéan phdi ¢6 diéu kién cia Y biét X nhian mét gia tri
cu thé nao dd.

Thi du 1.2. Tim phén phdi c¢6 diéu kién cua X biét ring
Y =1 trong bai toan 6 thi du 1.1,

Giai. Theo (1.6)

P(X=1,Y=1) p, 010

X=1\Y=1)= = = =0,4;
i | ) P(Y =1) p,(1) 025
0,15
P(Xx=2]y=1)=-L2__-222 _g¢gs.
(X=2]¥=1)= =~ 528
Bang phan phéi xac suét c¢6 diéu kién cia X bigt Y = 1 la:
X | 1 2

px|Y=1) | 0,40 0,60

Téng quat, néu ta biét mot diéu kién Cy ndo d6 cua Y, thi
phéan phéi cé diéu kién cha X biét Cy s€ 1a:
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P(X=x;Cy)
P(Cy)

P(X=2Cy)=

Chéng han néu ta biét y, <Y <y, véiy, vay, ndo d¢, thi:

P(X=xy,sYsy,)
P(y, <Y <y,)

P(X=x|ysY<y)= . (1.7
Dé ¢ ring trong (1.7) bién nglu nhién Y c¢6 thé roi rac hoic
lién tuc.

1.3. Phan phdi xac suat cua bién ngau nhién hai chiéu
lién tuc
1. Khai niém ham phén phoi x4c suit cia bién hai chiéu
(X, Y) lién tuc d3 dude xét & dinh nghia 1 (c6ng thuc (1.1). Ta
s& dua ra khéi niém ham mat dé cua (X, Y) nhu sau
Dinh nghia 4. Néu ham phan phéi F(x, ¥) cua bién hai
chiéu (X, ) c6 dang:

F(x,y)= ] 3:l‘f(aa,z,')erixv.mdv, (1.8a)

trong d6 f(x, y) > 0, thi ham flx, ) dude goi 13 ham mét db cua
bién (X, Y) (hay ham mdt d¢ dong thdi cha X va Y).

Vé mit hinh hoc, ham fix, ¥) c¢6 thé xem nhu la mjt mat
cong trong R? va duge goi 14 mit phén phéi xac suit. Néu flx, y)
lién tuc theo ca hai bién thi:

_9F(x )

RAGE) by v

Thi du 1.3. Cho ham mat &6 dong thoi cua X va Y 1a Ax, y)

=1, vdi 0< x,y<1. V& ham flx, y) va tinh ham phén phéi
dong thdi F(x, y).

(1.8b)
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Giai. Mait cong phan phéi ‘f(x, y)

cho trén hinh 1.2. B¢ y 1la fix,y)=1
f(x, ¥)#0chi véi cac (x, y) thudc 1 |

khoang vuéng [0; 1] x [0; 1]. Ham

phan phdi F(x, y) duge tinh theo .

(1.8a): 1 y
) 1

Hinh 1.2
x

(0,néux<0hoacy<O;
xy, néu 0 <x <1 va 0 <y <I;
F(xyy)={x,néu O<x<lvay>1l;
y,néux>1va0<y<i;

1Lnéux>1vay>Ll

Dang ham phan phdi thusng kha phic tap, nén nguoi ta hay
dung ham mat d§. Day 1a thi du vé phdn phéi déu hai chidu, tong
quat héa phan phdi déu lién tuc 2/([0; 1]) da xét ¢ chuong II.

Ham mat 46 ciia bién hai chiéu (X, Y) c6 cac tinh chat
guan trong sau:

) flx,y) 20;

+a0 400

(11) I If(x,y]dxdy =1;

(i) P[(X,Y)e 2] = [[f(x, y)dxdy.

Ching han, trong thi du 1.3, ta muén tinh P(0,2 < X < 0,7
0,25 <Y <0,45), d6 chinh 1a tich phan kép cua fx, y)

0,7 0.45 |
[ ] dxdy =(0,7-0,2)(0,45-0,25)= 0,1,

&2 025
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V& mit hinh hoc, d6 14 thé tich mét hop chit nhat c6 day trén
nim trong mat phan phdi fix, y) = 1. Trong thudng hdp téng
quat, 2 sé 1 mét mién nao d6 thudc mat xOy va P((X, Y) € 9]
bing thé tich cia hop chit nhat cong gidi han bdi phdn mat xac
suat f(x, ¥) va c6 day 12 hinh chiéu cita mat d6 trén mit xOy
(chinh 12 mién @).

Tuong tu nhu 6 muc 1.1, ta xac dinh cac ham mdt d6 bién
caa bién (X, Y):

filx)= | f(x y)dy;

' (1.9)
foly )

f(x,y)dx,

D& ¢ f,(x) ciing chinh bing %ZL va 13 mat d6 c@ia bién thanh

phin X, tuong tu dd1 véi f5(y).
Thi du 1.4. Tim cac ham mat 46 bién cua bién (X, Y) c6
1

7 (1+2?)(1+ *)

ham mat d¢ hai chiéu f(x,y)= ,x,yeR.

Gidi. Dé thay theo (1.9)

+an

fi(x) == L dy-—
() /4 _;[(1+x )(1+y) Y 7:(1+x)

1
|1+
(1+5*)

2. Tuong tu nhu (1.2), hai bién ngiu nhién dude goi 1a doc
lap, néu

Do tinh d6i xitng, ta cé ngay f,(y) =

f{x. )= A(x)f2(y). (1.10)
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Né&u mat ¢6 déng thdi cia X va Y khong bang tich cac mat d6
bién f, va f,, ta n6i X va Y khong doc lap. Trong truong hgp dé
¢6 thé dua vao khai niém ham mét d6 cé diéu kién cta thanh
phin X biét Y =y, ky hiéu 1a

o(x|y)= ff(;j;) - T;((: 2 (1.11)

tuong ty nhu y(y|x)1a ham mat dé c6 diéu kién ctia Y biét
X = x cu thé nao d6, né sé bing flx, ¥)/fi(x). Cha ¥ ring cac
méat d6 c6 diéu kién cling thoa man cac tinh chat cia ham mat
dd binh thudng.

Thi du 1.5. Cho ham mat 46 ddng thdi flx) =x+y, 0 <x,y
< 1. Xac dinh cac ham mat d6 c6 diéu kién.

Gidi. D& c6 thé dung duge (1.11), trude hét ta pha1 tinh cac
f1(x) va f3(y) (la cac mat 36 bién, xem (1.9)):

I

fl(x): J‘(x+y)dy:x+%,05xﬁl;
0

tuong ty £, (y) = y+%, 0<y<1. Tit d6 theo (1.11), v6i 0< y<1

¥ 0<x<l,
(p(x!y]z y+05
0,z ¢[0;1],
vavi0<x<1:
X+y
O<y<l,
W(ylx): x+0,5’ 4
0, ye[0i1]

DE ¥ 1a ham mat 46 c6 diéu kién ¢(x | y)1a ham cta x, déng
thoi néu col y 1a tham s6 thi né ciing 1a ham caay. Tt (1.11) ta co
f(x9)=Ff(y)e(x|y}=fi(x)y(y|x) va rd rang néu:
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o(x|y) = filx) (hodic y (¥ | x) = ()

ta ¢6 lai diéu kién ddc lap (1.10).

Cudi ciing c¢6 thé din ra céc cong thitc tdng quat sau day
(xem (1.7) va (1.8)):

If(u, y)du
qo(x | y) = == 70 (phan phdi c§ diéu kién);
x Y
J‘du If(u, v)dv
qo(x!ylsYs,yz)-P(X<x|yl<Y<y2)=GD ;‘z
Idu If(u, v)dv
—o N
Ya
J.f(x, v)du
qo(xiyl SYSyQ): — 4 P . (1.12)
J.du J.f(u, v)dv
oy

Dé y trong céc cdng thiic trén cin bao ddm dé miu sd khac khong.
Thi du 1.6. Lady ham mat &6 caa thi du 1.5, hay tinh cic ham
mat d c6 diéu kién cia X biét Y €[0,5; 0,75} biét Y =0,5.
Gidi. Theo céng thite (1.12) ta c6:
0,75

I (x+y)dy

p(*|Y €[0,5,0,75]) = 22— = %x + -g,
| Je+y)dzdy
005
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dé yla 0<x <1;néu x¢[0;1] thi ¢(x|0,5<y<0,75)=0.Trong
trudng hgp biét Y = 0,5;

go(x|Y:0,5):6i%29’(f—5:x+0,5,03x51.

§2. CAC SO DAC TRUNG CUA BIEN NGAU NHIEN
HAI CHIEU

2.1. Cac sd dic trung cua céac bién thanh phan

Céc bién X va Y da cé cac sd dic trung quan trong la ky
vong va phuong sai. O diy ta nhic lai két qua da biét c6 dé y
dén cac khai niém méi & chuong nay, cac cdng thite chi viét cho
bién X, d61 v6i Y hoan toan tudng tu.

Néu X 1a bién rdi rac:

EX =3 xp(x)=2.D xplx, ¥,);
VX =3 (xi - EX)’p,(x) = 2. X % p(x;, ¥,) - (EX).

Con néu X 1a bién lién tuc

EX = .xfl(x)dx = I Ixf(x, y)dxdy;

o

VX = (x - EX) §, (x)dx = I szf(x, y)dxdy - (EX)".

— Ry e

MG& roéng phép 14y ky vong, ta c6 thé dan ra cac céng thic
téng quat hon. Chang han néu (X, Y) c¢é phan phoi da biét va
ta xac dinh bién méi Z = g(X, Y) (g 1a ham do dudc), khi dé:
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E {g (X, Y)} = ZZg(xi, yj-) p(xt-, yJ-) (bién ro1 rac);

= Hg (x, ¥) f(x, y)dxdy (bién lién tuc). (2.1)

Yx.y
Khi d6, dé tinh EX ta chi cdn dit g = X va thay vao cdng thic
(2.1); dé tinh VX dat g = (X - EX)*.
2.2. Hiép phuong sai va hé sb tuong quan
Trong (2.1), néu thay g(X,Y)=(X - EX)(Y - EY),ta ¢
dinh nghia hiép phuong sai cia hai bién X va Y, ky hiéu 1 u
puyy = E[(X- EX)(Y-EY)|=E(XY)- EX.EY. (2.2)
Cha v 1a phép toan 13y E & bén ngoai ddu ngoic méc hidu theo

nghia (2.1) va khéng giéng nhu trudng hgp bién mét chiéu.
Phu thudc vao (X, Y) 14 roi rac hay lién tuc, ta cé

Hxy = Zinxjp(xi, xj) -EX.EY, (2.2a)
i
Hyy = ]. ]xyf(x, y) dxdy - EX.EY. (2. 2h)

Dé thdy phudng sai 1a trudng hgp riéng ctia hiép phuong sai
khi X = Y va VX = u,. Hiép phuong sai duge dung lam d6 do
guan hé giita hai bién X va Y; néu chiing déng bién cung nhau
thi hiép phudng sai dudng, néu ching nghich bién ta cé hiép
phudng sai am.

Ta biét néu X va Y doc lap thi E(XY) = EX . EY, diéu d6 kéo
theo hiép phuong sai cua hai bién déc lap bang 0. Nhung diéu
ngudc lai khéng chic diing. Vi vay ta dua vao khai niém méi:

Pinh nghia 1. Néu u, = 0, ta néi rang X va Y khéng
tuong quan. :

Ro rang khai niém d6c 1ap 1a manh hon khong tusng quan.
Nhiéu khi dé don gian k¥ hiéu, ngudi ta tap hgp cac hiép
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phuong sai cua mét véctd ngau nhién vao mdt ma tran goi la
ma tran hiép phuong sai; trong trusng hgp bién 2 chiéu (X, Y)

dé la:
F:[VX “’“’]
Hyx VY

Trén dudng chéo chinh 12 cac phuong sai, va do g,y _ pyxy nén
ma tran nay dé1 xdng.

Hiép phuong sai ¢6 han ché co ban la khé xac dinh duge
mién bién thién, no thay déi tir cap bién nay sang cap bién
khac. Chua ké v& mat vat 1y né ¢6 don vi do bang binh phuong
don vi do cha X va Y (néu ching cung don vi do). Vi thé ngudi
ta dua ra mét s dic trung khac goi 1a hé sé tuong quan, ky
hiéu la pyy, dude xac dinh nhu sau:

pry = 2K (2.3)
Ox0y
C6 thé ching minh rang [pXY|£1.Né'u pxy =x1, ta c¢6 hal
bién X va Y tuong quan dang tuyén tinh (titc 1a ton taia va b
sao cho Y =aX + b); con néu pyy, =0 thi X va Y khéng tuong
quan. Néi chung 0 <|pyy| <1, trong trudng hop nay ta néi rang
hai bién X va Y tuong quan véi nhau. Hai bién tucng quan thi
phu thudc (khdéng ddc lap), nhung khéng tuong quan thi chua
chac doc lap.
Thi du 2.1. Tinh hiép phuong sal va hé s8 tuong quan cua
X vaY trong thidu 1.1.
Giai. Ta phai tinh VX, VY va E(XY) — EX.EY. Hai bang
phan phdi bién da tim duge trong thi du 1.1.
1 2 y |1 2 3

0,45 0,55 p.y)| 025 030 045

: |
pix) |
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Ta cé ngay EX = 1,55; EY = 2,20; VX = 0,2475; VY = 0,66. Tinh
E(XY)=) > xx;pk,y)=
i J

=1.1.0,10 + 1.2.0,25 +1.3.0,10 + 2.1.0,15 +
+ 2.2.0,05 + 2.3.0,35 = 3.50.
Tu d6 hiép phuong sai
tyy = E(XY) - EX.EY = 3,50 - 1,55.2,20 = 0,00.
Hé s tudng quan duge tinh theo (2.3)
Py = Hyy  _ 0,09
JVX. VY  J0,2475.0,66

Thi du 2.2. Bién ngau nhién hai chiéu (X, Y) c6 ham mat dé:

~ 0,22.

1,
— 4x" + <4,
flx, y)={2r Y

0, 4x% + y* > 4.

Chitng to X va Y phu thuéc va tinh hiép phuodng sai uyy.
Giai. Cac ham mat d6 bién duge tinh theo (1.9):

g 2h-# 1
f(x)= [F(xy)dy=1z" " fabh
. 0’

j?l;\l‘q'_yzslylsz:

0, |¥>2.

Do f(x, y)# fi(x)f;(¥) nén X va Y phu thude. Dé tinh uyy ta

dung coéng thiic (2.2). Vi f,(x) va f>(x) 1a cac ham chin nén dé
thi d61 xtng qua cac truc tuong tng va EX = EY =0, tu dé:

Hyy = T]xyf (x; y)dxdy

- =

x|>1,

f,(¥) = a]_f(x, y)dx =
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(tich phan trong 14y theo ham 1& c6 can d61 xing). Ro rang X
va Y khéng tuong quan, nhung van phu thudc nhau.

2.3. Cac s6 dic trung cé diéu kién

Dung cac khai niém xac suit c6 diéu kién (xem (1.6)) va
ham méat d3 c¢6 diéu kién (xem (1.11)), ta c¢6 thé dinh nghia &y
vong co c_ﬁéu kién cua bién ngiu nhién X v4i Y = y 12 mét gia
tri xac dinh nhu sau:

E(X|y,)=2xP(X =xY -y,) Xrdirac),

X|y .= a]‘x(o x|y dx (X lién tuc).

Tudng tu ¢6 thé dinh nghia E( Y|x) va céc phudng sai tudng Ung.

Ky vong cé diéu kién E(Y|x) la4 m6t ham phu thudc x, va

trong théng ké ngudi ta goi la ham héi quy cta Y @61 véi X . Db
thi ctia ham d6 trén mit phing toa d6 Dé-cac cé tén got la
duong hdi quy. Sau nay ta sé dang hdi quy dé biéu dién su phu
thudc tuong quan gidia cac bién ngau nhién (xem chuong VI).

D& ¥ 1a céc ky vong c6 didu kien E(X|Y), E(Y|X) (cting nhu
cAc s6 dic trung cé diéu kién khac) 1a cac bién ngau nhién nén
dén lugt minh né lai ¢é thé ¢6 nhiing dic s6 tuong dng.

Thi du 2.3. Cho bang phén phéi cua bién (X, Y):

Y 1 9 3
X
2 0,15 0,08 0,27
4 0,10 0,20 0,20

Tinh cac ky vong c6 diéu kién E(X |y ); E(Y | x,).
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Giai. Dung (1.3) va (1.6) ta cé

= = = pll = 0,15 = .
P(x =2|Y = 1) o (1) " 0,28 0,6;
_ _\__Pa _ 0,10 _
P(X=4|Y=1)= o (1)~ 0.25 0,4.

Tu d6 EX|Y=1)=20,6+4.0,4 = 2,8 Tuong tu

P(Y =1]|X=4)=-Pu_ 219 4y
p,(4) 0,50

ol woa). Pz 020

P(Y__2|X_4]_pl(4) 050 = 0%

P(Y =3 X = 4) o (4] 0,50 0,4.

vatitdésuyra E(Y|X=4)=1.02+2.04+3.0,4=2.2.

Cuéi cung, luu ¥ dén mot s6 tinh chat cia ky vong ¢6 diéu
kién E(Y | X):

(D) véi moi g lién tuc E[g(X)Y|X]=g(X)E(Y|X);

(i) EX, +X,|X) = EX, | X) + EX, | X);

(iii) N&u X, Y doc lap E(Y | X) = E(Y);

(iv) E[E(Y | X)] = EY.

2.4. Phan pl:8i chudn hai chiéu

D& cho gon, ta dung cac ky hiéu sau:

ay=EX;0,=EY;0,=VX; 0, =VY; p= pyy va p= iy,

Pinh nghia 2. Bién ngiu nhién hai chiéu X, Y) duge goi
14 tuan theo ludt phdn phéi chuén, ky hiéu la o¥(ay, ay, o5,
o, p), néu ham mat d6 dong thoi cia X va Y c6 dang

f(x y)= - x

276 oy 1-p°
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< exp|-——— {x_ax] +[y—a,,] gpzedo el g,
2(1-p%) Ox Oy OxOy i

C6 thé chi ra dé dang néu X, Y khéng tudng quan (p = 0) thi
gia thiét chudn cho phép két luan ching la doc lap. Ban doc ¢6
thé chitng minh trong trudong hop nay f (% 7)=f(2) ()

Dung ma trin hiép phuong sai /~ va vécto x xac dinh nhu sau:

2
x:(x]; 112 O-X cu ,
Yy U 0'12,

ta ¢6 thé bidu din ham mat d6 chuin (2.4) dudi dang gon hon

 flx )= Y e BV (e —
f(x)—f(x,y)—zx\/mexp{ 2(x Ex)f (x Ex)},

trong d6 det 14 ky hiéu dinh thic, ¢ — phép chuyén vi, con Ex
hiéu theo nghia 1a vécto ¢6 cac thanh phin EX va EY (hay
ax Va ay).

Thi du 2.4. Cho (X, Y] ~ O’V(QX, ay,C%, Oy, p). Hay tinh

cac ky vong c6 diéu kién va phuong sal cé diéu kién.
Gidi. Ban doc c6 thé tinh dude dé dang tix (2.4)

i) et Y ortay, o)
"
tur d6
f(x, y)
(p xy = =
+9)=7705

= ! expq— L [x—-ax——pgi(Y—ay):r :
V270, 1= p? 20% (1- p2) o

Biéu thiic trén chinh 12 hAm mat d6 cia phan phéi chuin
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M/(ax + pgl(y - ay); aff(l—pz)],
y

tr d6 E(X|Y=y)=ay + p-X(y —ay);
Oy

V(X1Y =y)=0%(1-0°).
Hoan toan tudng tu d61 bién Y (do tinh d6i xitng ctia hai bién):

E(YIX =x)=ay + p=L(x-ay);
Ox

V(Y1X =x)= o} (1- %)

§3. HAM CUA CAC BIEN NGAU NHIEN

3.1. Ham cGa mot bién ngau nhién
Néu ta xac dinh Z = g(X) 12 m6t ham cta bién ngiu nhién
X thi Z tré thanh mét bién ngiu nhién méi. Van dé dat ra 1a
tim cach xac dinh luat phdn phéi ctia Z qua luat phan phéi da
biét clia X. O day ta chi xét cac trudng hop don gian khi ham g
khéng qua phue tap. Xét truong hdp roi rac.
Thi du 3.1. Cho bién ngiu nhién X ¢6 luat phan phéi
x | | 0 1 9
p(x) ’ 0,1 02 0,3 0,2 0,2
Xac dinh luat phan phéi ctia Z = X? va tim ky vong caa Z.
Giai. Dé thay P(Z =0)=P(X =0)=0,3;
Z=1eoX=-1hodcX=1,suyraP(Z=1)=0,2+0,2=0,4;
Z=4=X=-2hodcX=2,suyraPZ=4)=0,1+02=0,3.
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Tt d6 bang phéan phéicia Z = X° 1a:
z | o 1 4
p) | 0,3 0,4 0,3
Xuit phat tit luat phan phéi trén:
EZ =) zp(z)=0.0,3+1.0,4+4.0,3=16.

Trong trudng hgp Z = g(X) tong quat, ta cé thé tich truc
tiép ky vong cta Z khéng cin qua luit phan phéi (xem tinh
chat ky vong & chuodng II):

EZ = Zg(xi)P(X =x;) = Zg(xi)pt-.
Trong thi du 3.1, dé thay EZ = (-2)2.0,1 + (-1)%.0,2 + 0%.0,3 +
12.0,2 + 22.0,2 = 1,6.
Khi X 14 bién ngiu nhién lién tuc, van dé sé& phtc tap hon.
Gia st X ¢6 ham mat d6 f(x) da biét va Z = g(X), trong d6 g 1a

ham don diéu sao cho ton tai ham ngude duy nhit X = y(Z) =
g '(Z). Khi d6 ham méat d6 cua ¢(z) cta bién Z = g(X) sé la:

oz) = fly)] | v ). (3.1)
Thi du 3.2. Bién ngAu nhién X tuan theo luat phan phéi mii

vél tham s§ 4 = % . Tim luat phan phéi x4c suit cua bién Z = X°,

Gidi. Vi ham y = x° 12 don diéu tiang va kha vi, do d6 c6 thé
1
ap dung cong thuc (3.1). Dé thdy y(y)=»? =x, mit khac do

ham mét d¢ cua X c6 dang:

f(x)= re Y x>0,

nén néu dat ¢(z)1a ham mat d6 cua Z = X°, ta c6
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- v @] ()= 2e 227 = e 20

3\/*
Thi du 3.3. Cho bién nghu nhién X ~o#'(m, o*). Tim luat

phan phéi xic sust cua bién Y = aX + b trong d6 a, b € R.
Giai. Ham s6 y = ax + b kha vi don diéu, ¢6 ham nguge 1a

x=y(y)= y;b(wo). Tt do:
, 1
(2]
1 a

__ 1 |-(y-am-b)
_am p[ .2(a0')2 }

T 36 dung céng thic (3.1) ta ¢6 hAm mat ddcua Y =aX + b 1a:

)| ) R Pl e ke

y)=Flv(y)] | (¥)|= m—==-exps- -
la|ov2r 2(a0')2

D6 chinh 14 ham mat d6 caa luat phan phéi chuén véi hai tham

s6 EY = am + b va VY = a®c® Nhu viy mdt ham tuyén tinh cua

bién ngiu nhién chuin vin bao toan tinh phan phdi chuan.

3.2. Ham cUa hai bién ngiu nhién
'Xét bién ngau nhién Z = g(X, Y), trong 46 (X, Y) la bién
ngau nhién 2 chiéu da biét luat phan phéi xac suat. Néu g 1a
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mot ham tuay ¥ thi bai toan xac dinh luat phan phdi cua Z qua
luat phan phéi cua (X, Y) sé rit phic tap. Ta sé xét mét truong
hop don giankhigX, V) =X+ Y.

1. Truong hop cdc bién X, Y rdi rac

Theo céng thic xac sudt ddy da (téng 14y theo i sao cho
X+ Y= 2)

P(Z=zk)=ZP(X=xi;Y =2z, - ;)

hoac = ZP(X =2z, - y; Y = yj)]
)

=Y P(X=x,)P(Y=2,-x | X =x,).
Néu X va Y doc lap: |
P(Z=2,)=) P(X=x)P(Y =2, - x,). (3.2)
Thi du 3.3. Cho luat phan phéi cia (X, Y) c6 dang.
Y1 2 3 4
x

1 0 0,15 0,05
2 10,20 0,10 0
3 1025 0,05 0,20

Xae dinh luat phéan phol xac sudtcaa X + Y.

Gidi. Tp gié tri cha Z = X +Y 14 (3, 4, 5, 6, T}, tix d6
PZ=3)=PX=1,Y=2)=0; |
PZ=4=PX=1Y=3)+P(X=2Y=2) =0,15+ 0,20 = 0,35:
PZ=5)=PX=1,Y=4)+PX=2Y=3)+PX=3,Y=2)

= 0,05 + 0,10 + 0,25 = 0,40;
PZ=6)=PX=2,Y=4)+PX=3Y=3)=0+0,05=0,05;
PZ=7=PX=3,Y=4)=0,20. '
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T bang phén phéi xac sudt cua Z la:
z | 4 5 6 7
p(2) | 0,35 0,40 0,05 0,20

Thi du 3.4. Cho X va Y 1a hai bién ngau nhién doc lap tuin
theo luat Poa-x6ng v6i cac tham s6 tuong Gng A va 4 Tim luit
phan phdicia Z =X +Y.

Giai. Theo cong thic (3.2)

AT
Z z Zﬂ‘e’l “‘ - :X, ¥, 2€ N,
e 2 (2- x)!
Nhén va chia vé& phai vdi 2!

—{A+u) =z

Zcxlx”z—x - e—().+;:) (;{' + p)z .
x=0 ‘ 2!

e

P(Z=2)=

Hé thic cudi cho thdy Z = X + Y ciing tudn theo luat
Poa-x6ng véitham sd 1 + u.

2. Truong hop cdc bién X, Y lién tuc

Gol ¢(z) 12 ham phén phéi cia bién Z =X+ Y, ta cé:

#(z)=P(Z <z)=P(X +Y <2).
» = _ o

Bidu didn tap gia tri ctia (X, d
Y) sao cho X + Y < z 1a mién
2) (mién gach chéo trén hinh
3.1) nén theo tinh chat (iii) cua
ham mat 46 2 chiéu:

#(z) = P((X.Y) e #)= Hf(x yydxdy Y

I{ fo Y dy}dx | Hinh3.1

g}
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Lay dao ham hai vé theo z va goi ¢(z) = #(z) 12 mat d6 cua Z:
= +Tﬁ(;\:,z - x)dx. (3.3a)
Tuong tu néu ta th_a;y déi trinh tu 18y tich phén:
- [f(z-2 y)ar (3.3b)
Trong truong hc;p riéng, khi X va Y ddc lap, tu (3.3) ta co:

jfl )f, (2= x)dx = jﬁ (z-9)f(y)dy, (3.9)

trong do /, va £, 1a cAc ham mat do bién cua X va Y tuong dng.
Biéu thic (3.4) mé ta mot phép toan lién hé hai ham £, va f.:
no dude goi la tickh chap, ky hiéu la f*f..

Thi du 3.5. Cho hai bién X, Y doc lap cung ¢6 phan phéi déu
trén doan [0; 1] (tdc ham mat do fi(x) = fu(x) = 1 khi x € [0; 1]).
Tim ham mat d6 va ham phanphéictaZ=X+Y.

Gidi. Dé y rang ca hai ham mat do cia X va Y déu bang 0
khi ¢61 s6 nim ngoai [0; 1]. Goi ¢(z) la hAm mat ddcua Z =X +
Y, ta c6 theo (3.4):

1

o(2) = [£(2)fy(2-x)dx. (3.5)

O

Do fi(x) va f.(x) ¢6 gia tri khac khong trén [0; 1], nén ¢(z)
chi c6 theé c6 gia tri khac khong nén [0;2]. Ta tinh 14n lugt:

- néu z<0,p(z)=0;
~néu 0<z <1, (3.5) duge viét lai:

F4

o(z) = Iﬂ (x)fy(z — x)dx + If, (x)f,(z—x)dx

0
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do tich phan thit hai bing 0 bdif, =0, suy ra ¢(z Idx z;

-néul<z<2 hay0<z-1<1,(3.5) trd thanh

z-1

Ifl ) fo(z — x)dx + I)"l )2 (z -x)dx

1

do tich phan thét nhét bing 0 bdi f, = 0, suy ra ¢(z jdx 9-z;
z-1
—-néuz>2, ¢lz) =0. f(x)
TidématdéocuaZ=X+Yséla
(0, 250, r=—-
z, 0<z<1l,
()= = -
2-2, 1<z<2, 1 9 x
0, z>2. Hinh 3.2

Bién ngiu nhién Z c6 ham mat d6 nhu trén dudc goi 1a tuin
theo ludt phdn phér tam gide, hay phén phér Xim-xon (xem
hinh 3.2). Vlec tim ham phéan phdi cua Z khéng gi phiic tap:

0, z <0,
2
f-——«, D<z<],
2
‘35'(3):< 2
(2-2)
1- , 1<z<2
2
1, z>2.

3.3. Cac sd dic trung cGia ham cua cac biéh ngau nhién

Khi mudn tinh cac s6 dic trung (ky vong, phuong sai, ...)
cua bi€n ngiu nhién X = g(X, Y), da biét luat phan phan phéi
xac sudt cua Z, ta khong gip tré ngai gi 16n. Tuy nhién viéc xac
dinh luat phan phdi caa Z kha phic tap. Trong thuc t& nhiéu
khi ta chi cin quan tAm dén céac s6 dic trung cua Z 1a du.
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Chang han trong trudng hgp khi X va Y 1a cac bién rdi rac
va da biét phan phéi dong thdi p(x; y,)
EZ -E[g(X,Y)]= ZZ g y) pxsy).  (3.6a)

i

Néu (X, Y) lién tuc ¢6 ham mat d¢ f(x, y), thi
EZ = [ [g(x, y)f(x, y)dxdy. (3.6b)
Rﬂ

T4t nhién (3.6) chi c6 gi4 tri khi tdng va tich phan tén tai.
Dé ¥ 1a (3.6) cho phép ta chitng minh chit ché nhiéu tinh
chit cha ky vong nhu:
+EX+Y)=EX+EY;
+ néu X va Y déc lap, E(XY) = EX. EY.
Ban doc thi thiét lap c¢éng thitc sau day cho phudng sai:
+VIX+ )= VX + VY — iy

§4. CAC DINH LY GIOI HAN VA LUAT SO LON

Cac dinh ly giéi han va luat sé 1dn rat c6 y nghia trong
thuc tién. N6 tao ra cd s6 cho cac ing dung caa thong ké toan
hoc sau nay.

4.1. Sy hoi tu chGa ddy bién ngau nhién

1. Héi tu héu chdc chan

Ta néi rang day bién ngiu nhién {X,} héi tu hdu chdc chan
(hay hgi tu manh) dén bién X, ky hiéula X, —* X, néu
P(lim X, # X).z 0

n—oo
C6 thé dung mét tiéu chuin khac dé xac dinh hdi tu hau
chic chén: Difu kién cdn va da dé X, —"< > X, 1a ve > 0:
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- 0. (4.1)

P

{sup!Xm - X| > a}

Nhu vay héi tu hau chic chin trung véi héi tu thudng d6i véi
su kién c6 xac suit 1. Chu ¥ la c6 thé thay (4.1) bing cac diéu
kién tuong duong |

/
P Z{!Xm _X|>g}}_n—>—:a)0
\mzn

/

P [T{X. - X|<&}

\mzn

— 1.

Ry

2. Héi tu theo xdc sudt
Ta néi riang day {X,}hdi tu theo xdc sudt dén X, ky hiéu

X, —= 5 X,néu

L

Ye>0: P({an —X| > 8}) 30, (4.2)

a0

R6 rang hoi tu chic chin (xem (4.1)) kéo theo héi tu theo
x4c sudt (4.2), diéu nguge lai nédi chung khong ding.
3. Héi tu theo ludt

Ta néi rang day {X,}héi tu theo ludt ¢én X, ky hiéu la

X, —% > X, néu diy ham phén phéi F,(x) cha X, hoi tu dén

ham phén phéi F(x) cia bién X tai moi diém lién tuc cia ham F(x).

DE ¥ d6i v6i bién nglu nhién rdi rac sy hdi tu theo luat
duge dién dat bdi hé thic

pﬂ(x)zp(Xﬂ =x) n-—-)onl- P(X:x):p(x)'

Ngudi ta ching minh dude ring héi tu theo x4c suit kéo theo
héi tu theo luat. Day 1a kiéu hdi tu yéu nhat, tuy nhién lai
hay dung nhat. ¢ chudng II ta da st dung kidu hdi tu nay,
thi du trong cac cong thitc x4p xi chuan. Ching han néu
Y,~ #(n, p), v6i p khong qué gén 0 hodc 1, ta dd c6
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X =_¥£___'£_~_fz_m,;—'(0,1) (4.3)

: np(l B P) n-—»x
ot (0,1) hiéu theo nghia 14 bién ngiu nhién cé6 phan phéi
chudn chuin tic).
4. Hji ty trung binh cdp k
Ta néi rdng day {X,} héi tu trung binh cdp k d&n X, ky hiéu
la X, 2 X, néu E[|X, - X[ | —:—0, (v6i diéu kien ky
vong d6 ton tai). Hoi tu trung binh cdp k& (thuong hay dung véi

k = 2 — hé1 tu trung binh binh phuong) kéo theo hoi tu theo
xac sudt.

4.2. Cac dinh ly giGi han

1. Cac dinh ly giot han Moa-vro — Lap-la-xo

St dung két qua (4.3) dé dang suy ra dinh Iy gidi han dia
phudng Moa-vrd — Lap-la-xd (xem (3.13) chuong I)

(%) k-np R
P (k) =~ , Xp = ro(x)=——=e Z; 4.4
()2 <2 gy e e T (a0
va dinh ly g181 han tich phan (xem (3.14) chuong I, (4.18)
chuong 1I)

P, (ks ky) = ¢{xy) — 4(x1) , %, = \/’EJ‘:LZ (4.5)

x ¢

$(x) = \/;_” Ie*édt = ]‘(o(t)dt.

Coéng thite xap x1 (4.5) sé kha tot khi np > 5 hodc ng > 5. Néu p
cang gin 0,5 db thi cha phan phdi nhi thitc cang rat gin chudn.

2. Pinh ly gidi han trung tam

Lin-do-bde — Lé-vi 434 ma rong dinh 1y gidi han Moa-vro —
Lap-la-xo t nam 1922 va két qua d6 mang tén dinh ly gidi
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han trung taém: gia st {X,} 1a day cac bién ngau nhién doc lap
c6 cing phan phol voi EX, =m va VX, = &® Vn, khi d6
X -m

n

n n—_‘i‘mnyV(O 1), véi X ZX (4.6)
)

Y nghia cta dinh 1§ giéi han trung tdm 1a khi cé6 nhiéu
nhan t& ngau nhién tac dong (sao cho khéng ¢6 nhin t& nao
vugt trdi 1an at cac nhan té khac) thi két qua cua ching ¢
dang phan phéi tiém can chuan.

Thi du 4.1. Mdt qua dau cb trong lugng trung binh 1 15 gam
v6i d6 léch chudn la 3 gam. Mot tii gdm 100 qua dau ciing loai
dugc goi 1a dat loai A néu trong lugng it nhat phai dat 1,5 kg.

a) Ldy ra ngAu nhién mét tdi, tim xac suit dé€ tai d6 dat
loai A.

b) Chon ngiu nhién ra 40 tii dau, tim xac sudt dé sé tui
loai A khéng vugt qua 15.

Giai. Goi X; — trong lugng qua dau thit { trong tii (@ =
1,100), rd rang trong lugng cta tdila S, =X, + X, + ... + X100 V2

theo dinh 1y giéi han trung tdm (4.6) S, — =

n x&p xi
(ES o; )De thdy o day ES,, = 100.15 gam = 1,5 kg,

VS0 = crsm0 = 100.3% = 900gam? Tu d6 c6 thé coi S,y c6 phan
phdi x&p xi chuén.

a) R rang do S,,, ¢6 phan phéi chuin nén P(S,p, = ES ¢ =
1,6 kg) =

b) Chon hi hoa ra 40 tdi va goi p = 0,5 14 x4c suat dé mot
tal dat loal A, suy ra sd tii loai A trong loat tii 40 tai d6, ky
hiéu 1a X, tuan theo luat nhi thic £ (40; 0,5). Tu d6 ta cén

phai tinh P(X < 15) = P,(0; 15). O day np = 40.0,5 = 20 > 5, ta
ap dung cong thic (4.5)
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P (0:15) ¢[l5np’;"] [f/_f’]
- [—é oﬁ[ ) $(210) - ¢(‘/_]

$(6,32) - ¢(1,58) = 0,5 - 0,443 = 0,017.

Zl

4.3. Luat sd I1dn

M6t 16p cac dinh 1y gidi han dac biét c¢6 tén goi la ludt sé
Ion. Dé § 1a trong cac két qua sau nay ta s dung khai niém
hoi tu theo xéac sudt (manh hon (4.4) — (4.6) dung héi tu theo
luat phan phai).

1. Bat d&ng thie Tré-bu-sép

Pinh ly 1. Néu bién ngau nhién X c6 ky vong EX = a va
phuong sai VX = ¢* hitu han thi:

2

P(|X —al > 5) < 9—.—2—, Ve > 0. (4.7)
8‘ .

Chiing minh. Ta sé chitng minh cho truéng hgp bién X lién
tuc. Viéc chiing minh cho truong hop X roi rac danh cho ban doc.
Dat fix) 1a ham mat dd cﬁa X, theo tinh chat ciia ham mat do

P(X-dlz¢)= [fonax.

lx~ajze

Trong mién lay.tich phéin dé thay (x- a)2 > £2, nén:

jf )dx < — I(x —,a)2 f(x)dx

jx-alz¢ |x alz¢
‘ 2
< ;}Eﬁ[(x —a)zf(x]dx = (:—2 (dpcm).

B4t ddng thic (4.7) c6 thé chuyén vé dang tuong duong

2
P([X~a|<g)21-—-g?,v.€>0. , (4.8)
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Mic du (4.7) - (4.8) duge chitng minh kha don gian, song
chiing c6 ¥ nghia rat to 16n dé dung lam cd sd cho cac ng dung
ciia théng ké. D& ¥ néu chon ¢ kha bé, chdng han ¢ < o, bdt
ddng thic Tré-bu-sép trd nén tdm thudng; néu chon £ = 3o ta

cd P(|X ~a <33) >1- —é- ~ 0,9 (it nhat bang 0,9, 6 chudng II ta

da bi€t néu X -~ eAf(a; 02] thi xac suét trén ~ 0,9973).

2. Luédt s6'lon Tré-bu-sép

Pinh ly 2. Néu daiy cac bién ngiu nhién X, X,, .., X,, ...
dde 1ap c6 ky vong hitu han va phudng sai bi chian déu (tac 1a
VX, < C ¥i), khi 46 v6i moi ¢> 0

1 n 1 n
—;;Xi - ;;;EXI.

n—ra

lim P[

< a} -1, (4.9)
Chiing minh. Pt X = =3 X,, tit d6
n4

_ 1 L .
X =— Y EX. hiiu han;
nz : j

5 1 C
V'X=?ZV'X‘-S;;.

Tu d6 ap dung (4.8) cho bién ngiu nhién X
P(X - EX|<s)21- 2 21- 5 (4.10)

& n82

Do xac suit khdng vugt qua 1, nén khi chuyén qua gidi han
n—o ta c6 két qua cin chitng minh (4.9).
Dé y dén (4.2) va (4.9), ré rang

_ZX fl"'N‘C' _ZEX

£=1
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Diéu d6 cé nghia 1a khi n da 18n thi trung binh cdng cua cac
bién ngau nhién sé cé gia tri léch rat it so véi trung binh chng
cua cac ky vong. Mot hé qua quan trong cua dinh ly 2 14 néu
dua thém gia thiét la cac X, i =1, 2, ... ¢6 cung vong s6 (tic la
EX.=a, i=12,..) thi (4.9) sé trd thanh

PliSx -
P{nz}fl a

i=1
Su kién nay cho phép ta udc lugng ky vong bing trung binh
cdng cac két qua do dac ddc 1ap cha bién ngiu nhién cé ky
vong d6. Ngoai ra céng thite (4.10) cung cdp mot danh gia kha

tot xac sudt P(I)? — E)_f| < s), nhat 1a khi n da lén.

< SJT)l, ve > 0.

3. Luét sé’ ldn Béc-nu-li

Dinh ly 3. Néu ta c6 day n phép thu doc lap Béc-nu-li, véi
p = P(A) vd m 1a s6 1an xudt hién A trong day phép thi 46, thi
Ve>0
m

—-Pp

<£J=1. (4.11)
n

lim P[

Viéc ching minh (4.11) khéng quéa phitc tap vi né 1a truong
hdp riéng caa (4.9), néu ta ky hiéu X, 1a s6 l4n xuat hién A trong
phép thi thi i, i = 1,n. R rang X, tuan theo luat Béc-nu-li va

EX;=p VX, = p(i-p)<Lm=) X,
i=1
cic diéu kién cua dinh 1y 2 d3a dudc thoa mian va ta suy ra
ngay (4.11). K&t qua nay cho ta:

=B, p=P(A);
n

d6 chinh 14 cd sd cho dinh nghia thong ké cua xac suit da dua
ra d chuong I.
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Nhu viy tong cia mét s6 kha 16n cic bién ngiu nhién

tuong dd1 tuy ¥ lai trd nén tuin theo mot s& quy luat xac dinh.
Piéu nay cho phép ching ta (tng dung réng rai cac két qua cia

XAac

hoc
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sufit va théng ké vao nhiéu linh vyc khac nhau ctia khoa
va dai sdng.
BAI TAP

Cho bién nglu nhién hai chiéu (X, Y) c¢6 bang phan phéi
nhu sau

x Y Y1 Yo

X 0,18 0,08
X, 0,22 0,16
X3 0,16 0,20

Xac dinh lu4at phan phéi bién cia ting bién X, Y.

Ngudi ta tién hanh 3 thi nghiém véi xac suat thanh cong
ctia moi ian 12 0,7. Tim luat phan phéi dong thoi caa cip
bién X, Y véi X 1a s6 thi nghiém thanh cong, con Y 13 s&
théit bai.

Luat phan phéi caa bién (X, Y) cho bdi bang

Y 20 40 60
X
10 A 2 0
20 21 A A
30 31 A A

Xac dinh A va cic phén phdi bién cia X va cua Y.
Luat phin phdi déng thdi cna s 161 vé mau X va s6 161 dic
Y cua mit loai san pham nhua 6 mét cdong ty cho boi

Y 0 1 2
X
0 0,58 0,10 0.06
1 0,06 0,05 0,05
2 0,02 0,04 0.01
3 0,02 0,01 0,00




10.

Hai bién X va Y ddc 1ap khong? Tinh xac suit dé tdng s&
cac 161 vé mau va 161 dic 16n hon 4. Néu ta biét trén san
pham c6 2 161 vé mau thi xac suit dé khong c6 16i dic bing
bao nhiéu?

Cho luat phin phéi cia bién hai chiéu (X, Y) nhu sau:

Y1 9 3 5
X
1 0.1 0 0.1
4 0.2 0,5 0,1

Tim luat phan phéi xac suit cia ham X + Y va XY sau d6
tinh cac ky vong va phuong sai.
Bién ngiu nhién (X, Y) c6 ham mat dd déng thai

flx y) :cr,(x2 + yz), x? + y? <4,
Xac dinh hé s6 a, cac ky vong thanh phan va hiép phuong sai.
Cho bién hai chiéu (X, Y) c6 phan phdi déu trong mat tron
tam d gbc toa dd va ban kinh r. Hay x4c dinh ham phén
phoi bién cta X va Y, sau d6 tim ham mat d6 c¢6 diéu kién
o(x|y)

‘Cho ham mat dd déng thoi cia X va 'Y

flx, y) =cxy,0< x<4;0<y< 5.
Xac dinh hang s6 c, sau d6 tim ciac ham mat 4o bién va
ham méat d6 cé diéu kién cua Y biét 0,5 < X < 2.
Cho ham mat d6 déng thdicua X vaY

f(x, y) _ ae—}k(x"’ + 2xy + 5y2).
X4c dinh héng s a, sau @6 tim ciac ham mat dd c6 diéu kién.
Hai may tu dong lam viée doc lap, xac sudt dé tiing may
san xudt ra san pham tét tuong dng la p, va p,. Gia st mbi
may lam dudc 2 san pham va goi X va Y tudng dng la s&
san phidm t6t cia ting may. Hay tim bang phan phéil xéc
sudt ctia bién hai chiéu (X, Y).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Tinh hiép phuong sai va hé s6 tuong quan cua X va Y cho
trong bai tap 4.

Cac toa d0 (X, Y) cia mdt diém nglu nhién trén mat
phéng tuin theo luat phan phéi c6 ham mat do

A
2;rlab e 2[:2 Zz}, a,beR*.

fx. y)=

Tim xéc suat dé diém d6 ndm trong mét elip ¢6 cac ban
truc bing ka va kb nim trén cac truc toa d6 Ox va Oy.
Tinh hé s6 tudng quan cua X va Y ¢6 ham méat d6 dong thoi

Flx.v)= 2

;r(x2 +y° + 1)3 |

Cho hai bi€n ngau nhién X va Y ddc lap, ¢6 cung phan phoi
chudn o#10. ¢%). Tinh cac xac sult cha cac su kién saw
X<Y;|X >Y:dongthoiX<lvaY <l

Cho hai bién ngau nhién X va Y déc lap, ¢6 cung phan phii
déu trén {a; b]. Xac dinh ham phéan phéicua Z = X + Y; sau
d6 tinh ky vong va phuong sai cua Z°.

Xac suit dé c6 16 héng trong mét vat duc 1a 0,2. Tim xac
suit dé trong 1000 vat didc do léch cha s6 vat dic tdt
(khéng c6 16 héng) so véi 800 khéng vugt qua 5%.

Cho 49 léch chudn ctia méi bién trong s6 2500 bién ngiu
nhién d6¢ 1ap khéng qua 3 (don vi). Tim xac suit dé do
léch tuyét déi cua trung binh céng cac bién dé so véi trung
binh ¢dng cac ky vong cua ching khéng vugt qua 0,3.

Gieo 1000 lan mot dong tién can do1 dong chat. Hay danh
gia xac sut dé tan sudt xudt hién mat sip léch khoi 0.5 sé
khdéng vugt qua 0,1. Tim khoang dao dong cua s 1an xuit
hién mat sdp tuong Ung.



Chuong IV
MAU THONG KE VA UGC LUONG THAM SO

TUu chuong nay ta bt dau nghién ctu thong ké, mdt linh
vite rong téi mic khoé ¢6 thé dua ra mot dinh nghia chung. Mic
du vay ciing c6 thé tém tit théng ké nhu 14 mét khoa hoc vé
phdn tich diz liéu (bao gém ca thu nhap va xd 1y) nhidm thu
nhan théng tin chin thuc vé d61 tugng nghién ctu véi mot dd
tin cdy nhat dinh va rdat ra nhing két luan hgp ly. Nhitng
quyét dinh théng ké ¢6 tng dung to 16n nhu: du bio, chén
doan, diéu khién ngiu nhién. kiém tra chit lugng san pham,
tham do du luan...

Cang can luu y rdng cic vian d€ théng ké xuat hién néu cé
hai diéu kién: (i) c6 nhiéu tinh hudng can phai lua chon (chon
mot hodc mdt s6); (i) ¢ cac thong tin vé cac tinh hudng théng
qua cac dit liéu thdng ké. Trong gido trinh nay ching ta chu yéu
nghién ctiu viée xi 1y dit lidu s6 ma ta hay goi la xi Iy sé'liéu.

§1. MAU VA THONG KE MO TA

1.1. Mau va tap dam dong

Trong cbéng viéc hang ngay ta phai lam viéc véi cac day s6
liéu. Ching c6 thé 1a két qua cia viéc dém khi quan sat, cua
do dac nhd cac thiét bi do, cha tinh toan trudc dé6... va can
duge thu thap, luu trit va phan tich. D 1lam duge diéu d6 ta
can sdp xép lai cac s6, tdng hop va xi 1y budc ddu nham tim
kiém céac théng tin quan trong cla t&p s6 liéu. Phan cong viée
nay va van 4é thu thap cac s6 liéu dude mang tén goi 1a théng
ké mo ta.
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Day sb liéu thong ké thudng dudc goi 1a mdu. N6 ¢6 ngudn
goc ti mot tap 16n hon ma ta sé goi la tdp dam déng hay tép
nén. Chinh vi th& mau sé mang théng tin nao dé vé tap nén,
mic du cac thong tin d6é c¢6 thé khac nhau & nhitng mau khac
nhau. Sau nay dé cho xac dinh, ta gia st ring ca tap nén lan
mau déu 1a tap cAc sd cung ban chat, dic trung cho mét s8 khia
canh nao dé cua cac dé1 tugng quan tdm. Cac s6 d6 chinh 1a cac
gia tri khac nhau cia mét bién sd. Néu tap gia tri ¢6 thé c6 caa
bién s6 ¢6 s6 lugng hitu han, ta c¢6 bién rdi rac. D61 véi cac bién
lién tuc, s6 lugng gia tri 14 vé han khong dém dudc va tap sé
liéu chi phan anh tap nén véi mot 6 chinh xac nhat dinh.

Muén c6 day da thong tin vé d61 tugng nao d6, ta phai lam
viéc v4i tap nén. Tuy nhién viéc nghién ciiu tap nén sé vo cang
kho khan vi:

— do né qua 16n dan dén do61 hoi qua nhiéu chi phi vat chat
va thoi gian;

— do trinh dd t& chic va nghién citu han ché caa dsi ngi
khi lam viéc véi quy mé 16n, khong ndm bit va kiém soat duge
qua trinh nghién ciiy;

— do nhiéu khi khéng thé 1am dugc néu tap nén bién déng
nhanh, cic phin ti thay doi thudng xuyén, v.v...

‘Nhu vay viéc nghién citu trén tap nén, tri cac tap du bé,
thudng khéng thé thuc hién duge. Tt d6 dat ra van dé chon
mau va nghién ctiu trén tap mau. Néu miu duge chor ngiu
nhién va v8i s6 ludng du, chting ta hy vong rang viéc xu ly
ching sé cho ta két qua vita nhanh vita 6 té6n kém ma van
dat duge dd chinh x4c va tin cay can thiét.

1.2. Van dé chon mau
Ta mong mudén mau cé tinh dai dién tot cho tap nén. bdi vi
viéc nghién citu v8i mau nhu vay cho ta d6 tin cay cao. Hiin nay
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c¢6 nhiéu phuong phap khac nhau dé chon miu, nhung khé c6
thé néi rdng phuong phap nao 1a t&t nhat. Viée chon phuong
phap 14y méu pha hgp phu thudc vao chinh tap d6i tugng cu
thé va vao théi quen sd trudng ciia nha nghién citu.

1. Chon mdu ngéu nhién

Trong phuong phap chon miu ngiu nhién, méi phan ti
cia tap nén di cé xac suit chon xéac dinh ti truée ca khi chon
mau. MAu ngau nhién cho phép danh gia khach quan hon céc
dic trung cua tap nén. Cé 3 cach chon nhu sau:

a) Chon mdu ngau nhién don gidn 13 phuong phap chon
mau c6 tinh chit: moi mau ¢6 cing kich ¢d (cing s6 phan tu)
¢6 cung xac suit dugec chon va moi phan tl cha tap nén cb
déng kha ning lot vio miu. D& viéc chon hoan toan ngiu
nhién, ta c6 thé tién hanh theo kiéu bdc tham ho#c dung bang
s6 ngau nhién. o) day dé ¥ c¢6 hai phuong thitc chon 1a khéng
hoar lai (mdi phan ti chi dugc chon mét 1an) va cé hoan lai.
Néu sé lugng phan ti cia mau khi bé so véi tap nén thi két
qua 18y méu theo hai phudng thic sai léch khéng dang ké. Do
tinh ngidu nhién nén mau cé tinh dai dién cao va tin cay. Tuy
nhién phuong phap doi hoéi phai biét toan bdé tap nén va vi thé
chi phi chon mau kha 1én.

b) Chon mau phan nhém: Dau tién ta chia tap nén thanh
cac nhém tudng d6i thuan nhat, sau d6 tir mbi nhém trich ra
modt mau ngau nhién; tap hdp tat ca cac mau dé cho ta mot
mau (ngdu nhién) phin nhém. Ngudi ta dung phudng phap
nay khi trong néi bdé tdp nén cé nhiing sai khac 16n. Nha
nghién c@u phai c6 hiéu biét nhat dinh vé cdu tric tap nén dé
phin chia nhém hgp 1y. Sau nay mdi nhém sé c6 vai trd khac
nhau phu thudc vao dd quan trong cua chiing trong t4p nén.
Han ché cua phuong phap la tinh chu quan khi phin chia
nhém. Nhung né van hay dugc dung do cach thic don gian khi
lam viéc véi cac nhém da kha bé va thuan nhat.
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¢) Chon mau chim chinh 1a chon mét mau ngiu nhién caa
cic tap con cua tap nén, dudc goi la cac chum. Ta ciing gia sd
rang cac phan td cua mdi chum mang tinh dai dién cho tap
nén. Ngoai ra ta ¢6 géng sao cho mbi chim van ¢é d6 phan tan
cao nhu tap nén va ddng déu nhau vé quy mé. Ching han ta
mudn nghién citu nhu ciu tiéu thu mét mit hang nao d6 bang
phuong phap chon mau chum: ddu tién ta chia thanh phd
thanh cac khu dan cu. sau d6 chon ra mét sé6 khu lam phén ti
cia mau, cudl cung ta nghién ctu tit ca cac gia dinh séng
trong cac khu dan dugc chon. Phuong phap nay cho ta tiét
kiém kinh phi va thdi gian (vi khéng phai di chuyén trén toan
thanh phd), nhung sai s6 ¢6 thé 1dn hon hai phuong phap trén.

2. Chon méu co suy luén

Phuong phap chon mau nay dua trén y kién cac chuyén gia
vé d6i tugng nghién ciu. Nhu vay viée chon miu dua trén hiéu
biét va kinh nghiém cta mdt vai nha chuvén mén. Tuy nhién
phuong phap nay ciing c6 han ché co ban: Khi khong ¢6 su tham
gia caa cac céong cu théng ké vao viée chon mau tinh khach
quan rit khé duge bao dam, ti d6 kéo theo cac két luan mang
nang tinh chu quan. T4t nhién diéu d6 khong cé nghia 1a khéng
nén dung cac phuong phap chuyén gia. Rat rd rang chat lugng
mau phu thudc nhiéu vao trinh d6 ca nha nghién cdu va kinh
nghiém cua ho hy vong tré thanh mot céng cu hitu hiéu.

1.3. Phan loai va mé ta sé liéu mau

1. Phén loai. Gia su tit mot tip nén c6 N phan tu, ta chon
ra mot mau c6 kich thudc n, cac phan ti cia mau duge ky hiéu
lax, i=1,n. Tap n gia tri x,, %y, ..., x, tao ra mdt mdu don.
Nhiéu khi trong mau c6 nhiéu gia tri giéng nhau: ching han
gia tri x, xuat hién n, lan, x, xuat hién n, lan, ..., x, xuat hién
n, lan; khi d6 n, + n, + ... + n, = n. Trong thuc hanh c¢6 nhiéu
s0 liéu cho duéi dang khoang:
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Thi du 1.1. Chiéu cao ctia 300 hoc sinh 12 tudi cho bdi
bang s6 liéu:

Ta dé y 14 trong b s& Chiéu cao (cm) S6 lugng

lidu d6 cac khoang c6 do 1176 —122.5 9
dai déu nhau (tuy nhién 122’5 ~ 127'5 33
néi chung 46 dai d6 co 127’5_ 132’5 74
thé khong ~ déu). Trong 132’5_ 137’5 93
truong hdp nay ta c¢o ; :

P . x i 137,56 —142.,5 64
mau ldp (méu cho dudi ‘
dang nhidu 16p 1a cac 142,5— 1475 21
khoang khéng cit nhau). 147,5 - 152,5 6

2. Tan s6'va bdng tan sé

S& 1an xuét hién x; hofic mot 16p tha i nao 46, ky hiéu la n,,
dude goi 14 tdn sé. Sau khi sdp xép s6 liéu theo thu tu ting
ciia gia tri mau, ta c6 thé xay dung bdng tdn s6. Bang s6 trong
thi du 1.1 chinh 12 m6t bang tan sé ¢(hay con goi 1a phdn phéi
tan s6). Bang nay bao gém 7 16p, mdi 16p c6 d6 dai 5 cm va
toan bd cé 300 s& liéu do chia thanh cac tAn sé clia cac 16p.
Théng thuong nguosi ta hay chia cac s8 liéu vao ti 5 dén 15 1ép
phu thudc vao nhiéu yéu t8 nhu s8 lugng s6 liéu, muc dich xu
1¥... Dé ¥ 1a néu sd 16p nhiéu hon, ¢6 thé 1lam t6t hon cac phéan
tich, nhung viéc cai thién d6 khong nhiéu, ngude lai néu s6 1dp
it qua, c6 kha nang sé bi mat mat nhiéu théng tin. M4i s8 liéu
chi ¢6 m#t trong mot 16p, dd dai méi 18p chinh 13 hiéu cta cac
gia tri 16n nhat va bé nhat.

Thong thudng ngudi ta hay biéu dién phan phéi tin s6
bing db thi dé quan sat va nghién citu truc giac hon. C6 hai
dang bi€u dién dd thi hay dung la biéu @6 va da giac tan so.

a) Biéu dé

Biéu dé bao gdm cac hinh chit nhat canh nhau ¢é d4y bing
d6 dai va chiéu cao bang s8 quan sat cha 16p s6 liéu tuong Gng.

117



Trén hinh 1.1 cho ta biu dé dng vdi bing tin suit trong
thi du 1.1.

n. S6lugng his

90 -

60 +

30 1

O 117,5 122,5 127,56 132,5 137,5 142,5 147,56 152,5 x; (chidu cao)

Hinh 1.1. Biéu dé tan s6
R4 rang dién tich cac hinh chit nhat ty 1& véi tan sé cua cac 16p
tuong ung.
b) Da gidc tan sé
Da gidc tdn sé'1a dudng gip khic néi cac diém c6 hoanh d6
x; va tung 0 »; (ho#c cac diém c6 hoanh db § giita l6p s6 liéu thit
i va tung d6 n,;). Da giac tan s6 cua thi du 1.1 v& trén hinh 1.2,

nR;

90 +
60 +

30 T

O} 1175 122,5 127,5 132,56 137,56 142,5 147,56 152,5 x;(chiéucao)
Hinh 1.2. Da gidc tdn sé
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Ta thay da giac tdn s6 dé& xdy dung hon va dé dung hon
biéu d8. Ngoai ra khi hiéu gitia hai hoanh d6 lién ti€p kha bé,
dudng gap khic sé cang ngay cang tron va din tién téi dang
ham mat do xac suit.

3. Tén sudt va phén phoi thuc nghiém

Tu bang tén s6

X; | X, X X; Xy,

n; | n, 1y 1; . n,

ar n' - -~ -~ ~ . . - . 7
néuta dit £, =—,i=1, k, la tan sudt xuéit hién gia tri x; d trong
n

mAu thi ta ¢ thé mé ta bang tdn sudt tuong tng. RG rang tix
dinh nghiafitacd f, + f, +... +f, =1 va bang tdn suit d6 1a
X; !xl Xq X; eean X
h R e f e h
rit gidng véi bang phan phdi x4c suit cia mdt bién ngau
nhién roi rac.

a

Néu dit w;,i=1,k%, 12 tan s8 tich lay cua x, va F,(x,) 1a tan
a séc

suat tich liy cua x;, ta s€ ¢

wi:ZnJ‘;Fn [ :E ijs

x,< X X; <X,

thi F (x,) 12 mét ham cua x; va duge goi 1a ham phdn phéi thue
nghiém cua miu hay 14 ham phén phéi méu. Cha y rang theo
luat s§ 16n (dinh ly Béc-nu-li) F,(x)—22— F(x)=P(X <x),
trong d6 X 14 bién nglu nhién géc cam sinh ra tap dam déng
(va cd tap mau). Nhu vay ham phan phéi mau c6 thé dung dé
xap x1 luat phan phéi ctia tap nén.

Thi du 1.2. Ta xay dung bang tdn suft va tan suit tich
lily Ung véi bd sb liéu cua thi du 1.1,
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Lép Tan s6 _Tén 8 Tan suét Tan sut

tich liay tich lay
117,5-122,56 9 9 0,030 0,030
122,5-127,5 33 42 0,110 0,140
127,56 —-132,5 74 - 116 0,247 0,387
132,5-137,5 93 209 0,310 0,697
137,56 —-142,5 64 273 0,213 | 0,910
1425-1475 | 21 294 0,070 0,980
147,5 - 152.5 6 300 0,020 1,000

Tuong tu nhu trén ta c6 thé xay dung bi€u dé tan suat va
da giac tin sudt tuong tng. Ngoai ra c6 thé vé duge d6 thi cia
da giac tan suat tich liy hodc tan sd tich liy (xem hinh 1.3).

0,75

0,5

0,25

f; (tdn suat tich liy)

(chiéu cao)

-

l ' " ' ' ‘
122,56 127,56 132,6 137,56 142,56 147,5 152,56 x;
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§2. MAU NGAU NHIEN VA CAC BAC TRUNG MAU

2.1. Mau ngau nhién tir moét tap nén

1. Mdu ngdau nhién

Trong phan tich théng ké ¢d dién ngudi ta chdp nhan gia
thiét réng cac phan tit cia mét tap dam dong nao d6 déu dugc
cam sinh bdi mét bién nglu nhién géc. Trong thuc hanh bién
nglu nhién géc thudng tuan theo luat phan phdi chuan o/a,
o%), hoac chua biét rd dang, hoac chua biét cac tham s6. Viéc
phén tich dé xac dinh phan phoi cia tap nén sé dua trén cac s6
liéu mau.

Gia sU bAy git ta ti€n hanh n phép thi doc lap dé xac
dinh cac gia tri mau (bién ngiu nhién gbéc cua tép nén sé ky
hiéu 13 X). Goi X, 12 bién ngiu nhién chi gia tri sé thu dugc o
phép tha tha i, i = 1,n; rd rang cac X, sé tao nén tap cac bién
ngau nhién doc lap c6 cuang phan phéi véi X. Sau khi thu
nghiém, moéi X, sé cé mot gia tri xac dinh x;, dude goi 1a cac gia
tri quan sat hay thé hién ctia mau. Dé dam bao tinh dai dién
cia tap {x,, .., x,}cho tap nén, ta can dua trén khai niém mau
ngau nhién.

Dinh nghia 1. Ta goi mdu ngdu nhién kich thudc n ti tap
nén c6 bién ngiu nhién goc X 12 mdt tap cac bién X, X,, ..., X,
thoa man diéu kién:

(1) doc lap thong ké,

(i1) ¢6 cting phan phdi xac suit véi bién X.

Céac X, thoa méin hai tinh chat trén sé dugce goi la cac bién
ngau nhién doc lap va dong phan phéi. Nhu vay khai niém
mau ma ta dua vao tiét trude c¢6 thé hiéu nhu 1a mot thé hién
cia mdt mau ngau nhién.

Dé y riang gia thiét doc lap cho phép lam don gian rat
nhiéu cac tinh toan sau nay. Chéng han néu bién géc X rdi rac,
c6 ham xac suit p(x), thi ham xac suat dong thdi caa (X, X,,
..., X,) séla
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po(x,.nx,)=P(X,=x,...X,=2%,)= Hp(xl-). (2.1a)
Tuong tu néu bién X lién tuc c6 mat dd f(x) thi

f (xl,...,xn)zﬁf(xi). (2.1b)

Nhu vay tir (2.1) cac phéan phéi déng thoi da dude biéu dién
don gian qua cac phan phdi bién thanh phan. Ngoai ra luat
phan phdi déng thdi con cé thé phu thude vao cac tham s§
chua biét.

2. Théng ke

Dinh nghia 2. M§t ham nao d6 Y = g(X,, X,, ..., X,) phu
thude vao tap gia tri cia maiu ngiu nhién dudc goi la mdt
théng ké.

Chu y thong ké 1a mdét ham do duge (khai niém cua ly
thuyét ham) va khéng phu thuéc vao cac tham s& chua biét.
Do X, nhan cac gia tri tuong Gng x,, nén ham g(x,,..., x,) cing
duge goi 1a thong ké.

Thi du 2.1. Xét tap hgp gia tri mau (x,, x,, ..., x,), cdc ham
sau diy sé dude goi 1a cac théng ké:

a)gxl, Zx =
b) g(,... =—Z(x -X);

C) g(xl, anay xn ] = (x{l)’”" x(n)) trong dO xﬂ) x(z) 5 x(n).

Théng ké trong c) c6 tén goi 14 thong ké hang (trong dé {x,} 1a
day cac x; da duge sdp thi tu), va gia tri cha mdt théng ké
trong dinh nghia 2 ¢6 thé 1a mét véc to (g 1a véc td ham).
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2.2. Cac dic trung mau

Tu nay vé sau, trong cac cong thic lién quan dén dac
triung mau, thay vi X; ta hay dung x; do nhiéu ly do. Thit nhat,
d6 la céac cong thuc tinh toan lam viée truc ti€p véi cac quan
sat mau cu thé. Thu hai, néu dung qua nhiéu ky hiéu khac
nhau sé gAy nham lan (hon nia vé mat bién chitng trong ngau
nhién ¢6 t4t dinh va nguge lai). Thi ba, cac cong thace chu yéu
duing ¢& tinh toan, con trong céc trudng hgp chitng minh céc
tinh chat 1y thuyét, ta d& dang (va nén cling dé tranh nham)
thay trd lai cac gia tri mau x, bang X..

Mét mAu, nhu ta d3 biét & tiét 1, ¢6 thé mé ta bing bang
phéin phdi tan s8 hoic bang chinh diy s8 liéu

a) X, Xo. ..., X, (2.2)

X | X o
] (n,+n,* ....+n,=n) (2.3)

b)

n‘-lnz e Ny

Trong truong hgp mau 16p, nhi€u khi thay khoang gia tri
bAng gid tri trung binh ca khoang; khi d6 ta dua vé mau
don dang (2.3).

1. Trung binh méu (hay ky vong mau)

Néu mau cho duéi dang (2.2) thi trung binh mau ky hiéu
la X, dudc xac dinh nhu sau:

- 1
X = —in. (2.4)
n .
Pé y 1a khi chitng minh 1y thuyét, ta sé thay cac x, bang X, 1a
bi€n ngiu nhién cam sinh ra quan sat x,, ¢6 cung phan phéi
vBi X gdc. Néu sd liéu cho duéi dang (2.3), ta ¢
- 1
2 (
V& mat ban chat (2.4) va (2.5) 1a mét (néu k = n, thi n, = 1Vi),

méc du vay trén hinh thic ta van d€ riéng dudi dang hai céng
thie khéce nhau.
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R6 rang X theo cach hiéu Iy thuyét sé 1a mot bién nglu
nhién (do cac X; 1a bién ngiu nhién), nén c6 thé tim cac sd dic
trung cda X. Gid s bién ngiu nhién goc X ¢6 EX = a va.
VX = &% khi dé

2

EX-a VK=, (2.6)

n

Ta chiing minh cong thic bén trai: do X = l(X1 +X,+...+X)
n

nén ding tinh chat cia ky vong EX =1 (EX, + ..+ EX,); tu
n
dinh nghia mau ngdu nhién cacX; cé cing phan phdi véi X nén

EX; = EX =a, suy ra EX = l(na) =a . Cong thdc bén phai cla

n
(2.6) @& dude chitng minh 8 phan tinh chat ctia phuong sai. T
(2.6), do phuong sai VX bé hon n 14n VX, nén cac gia tri ¢6 thé
c6 cia X sé 6n dinh quanh ky vong hon céc gia tri cua X.
Chu ¥ ring néu tap nén cé kich thudc bé (N bé) va ta chon
méu khéng hoan lai, céng thic VX trong (2.6) phai nhin
thém véi thita s6 hiéu chinh (N — n) /(N ~ 1):

o , | (2.7)

Ta xét y nghia cua (2.7) trong cac truong hop dic biét. Néu

chon mau c¢é n = N, tic 12 14y toan bd cac phan tit cia tap nén,

khi d6 moi théng tin clia tap nén &a biét va rd rang VX = 0.

Trong moi trudng hgp ta chon ra mau rat bé so v6i tip nén

(chang han N v6 han ho#c chon mau ¢6 hoan lai véi trudng hop

N 16n va hitu han), rd rang VX trd thanh nhu trong (2.6) vi
N-n
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Thi du 2.2. Ta c¢6 ndm manh bia duge danh sd tit 1 dén 5.
Néu goi X s6 thu dugde khi rit hd hoa ra mét manh bia thi rd
rang phan phéil cua X 1a

x| 1 2 3 4 5
px) |02 02 02 02 02
Gia st bay gid ta 14y ra mdt mau 2 manh bia khéng hoan lai

va thu duge s6 X, va X,. Hay tim phan phdi cia X va cac s6
dac trung cua no.

Giai. R rang X ~/(5)v61 EX = 3 va VX = 2 (xem §4
chuong II). Mat khac dat X =(X, + X,)/2,¢6 thé tinh duge
luat phan phéi cia X

¥ (15 2 25 3 35 4 45

px) (01 01 02 02 02 01 01

Dé dang tinh dude

EX =150,1+20,1+25.02+3.0,2+ 3,502+ 4.0,1 +
4,5.0,1=3;

VX=(15-3)2%01+(2-37%01+(2,5-3%0,2+ (3 - 3)~.
0,2 + (3,5 - 3)20,2 + (4 — 3)2.0,1 + (4,5 — 3)2.0,1 = 0,75.

Ta thdy EX = EX; VX =0,75 < VX. Dé ¥ néu chon ¢6 hoan lai,
ta c6 phuong sai duge tinh theo (2.6) va bing 1. Tir d6 theo

(2.7YVVX =1. N-n = 1.5—_—g = 0,75 nhu & trén. Cing luu ¥ riang

N -1 o-1
khi chon mau khéng hoan lai, X, di khdong cung phin phoi
nhu X nita nén viéc ap dung (2.6) 1a khong dugc phép.
2. Phuong sai mau
Néu méu cho dudi dang (2.2), phuong sai mau, ky hiéu la
S?, dugde xac dinh nhu sau:
§2=1%(x - X); (2.8)

n

i=1
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v4i X xac dinh theo (2.4). Néu miu cho duéi dang (2.3), ta co
2 =2 i( xY 2.9)
= X - ‘Y .
n & i n,

véi X xac dinh theo (2.5). Do 8? 14 bién nglu nhién, ta tim s&
dic trung ES%:

o 1 n .9
Taviet S2==-)Y (X, -X
-2 (X - %)

i=1

do X, i=1n, d6c 1ap dong phan phéi véi X, nén E(XX) =
EX;= (EX)’ va E(X})=E(X*) nén

£s* =21 nE(x?)- 2 ) pxy 2o lyx 227l (a1)
n

n n n

Chinh vi ES? # &% nén ngudi ta dua vao dic trung mau thit hai
ctia phuong sai véi tén goi 1a phuwong sai mdu hiéu chinh, ky
hiéu 12 s% nhu sau (so sanh véi (2.8) va (2.9)):

2 1 < 12,
* T h-1 P (x‘ ) (2.11)
1 < =2
n-1:3
R6 rang s® = S?va Es = o (xem (2.10)).

Ngoai trung binh mau va cAc phuong sal miu, ta con cé
thé xac dinh cac dic trung mau khéc:
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~ ~ -~ 1 <

~md men maucdp k M, = —fo;
(=1
n _ k
— mo men trung tdm mau cap k S, = —Z(x,. - X) ;
o

— trung vi méu, mét mdu...
3. Vé ludt phan phéi cua cdc ddc trung méu
Néu bién ngiu nhién goéc tuin theo luit phan phéi chuan

X - c/f"(a, 0'2), khi d6 X va 8% doc lap vdi nhau va

a))_(-c’/1’(a, 2i—]hay X_ax/-—w/i-’(o; 1); (2.13)
n J
s e Dl X)
SR ot L= AT (2.14)
ag o a
o X8 /- Xg“\}nq ~t(n-1). (2.15)
s

Cac két qua nay da dude nhéic tdi trong cac céng thic (4.17),
(4.21)... cua chuong II. Ngoai ra, néu ta xét hai miu khiac
nhau cam sinh bdi hai bién ngiu nhién chuin va goi s’ va s,
14 cac phudng sai mau hiéu chinh cua cac miu tuong ng (véi

kich thudc n, va n,) thi véi gia thiét o) = o

d) =~ F(n-Ln,-1) (2.16)
Sy
s /8]
AL 2 Il b ) —_ aln ~ ! -
[neu o, #0,, ’2/(, ~F(n,-1Ln, - 1)) Cudt cung dé y
ol ] o)

trong (2.14) néu thay X bing a ta sé co i(xé - a)2 lo*~ x*(n).

i=1
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Véi cac gia thiét ton tai cac gidi han ho#c mémen tudng
{ing va dung cac két qua cta luat sd 16n hoidc dinh 1y gidi han
trung tdm, khin — o ta sé c6

a) X—2< 5 q; 82 — B¢ 4 52, 62 — 2= 4 5% | tit d6 suy ra

X XS a: 82 X8 0_2, 82 XS 0_2 .

X- a\/_————qu(O 1),

(0,1);

3 2
c) S -o n —= » o#(0,1),

N

s -0 Jn L;ai"(O,l),

fno

d) (S—O’)\/E——}-'-—}M"[O,QL py — o J
o

b)

X -

Cac két qua trén sé rat c6 ich trong thuc hanh vi khéng
can dén gia thiét chuin cua bién ngdu nhién gbc va trong
nhiéu trudng hgp ta dd cé thé chip nhan két qua véi n khéng
qué 16n. Chéng han véi n > 30, k&t qua (b) da c6 thé chép nhéan
dude. Ngoai ra theo dinh 1y Gli-ven-c6 - Can-te-1i, khi n du 1én
ham phan phf)’i thuc nghiém da kha gé‘in v6i ham ly thuyét.

hcc
rt«w.

2.3. Vin dé tinh toan cac dic trung mau

1. Méu don

Néu mau cho duéi dang (2.2) x,, Xy, ..., X, ta tinh X va S?,
s® theo céc cdng thac (2.4), (2.8) va (2.11). Trong nhiéu trudng
hop, ngudi ta thay tong trong (2.8) va (2.11) bing
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H

~n(XY

dé tinh hon. Trung vi thuc nghiém chinh 1a gia tri thua

i=1

n+l

cua tap mau da sip x&p (néu n 1é thi d6 1a gia tri chinh gitta
day so 1iéu, néu n chin ta ldy trung binh cdng cua hai gia tri
chinh gita).

Néu mau cho duéi dang (2.3), tic 1a cac gia tri mau ¢ tan
s6 xudt hién khéc 1, khi d6 ta dung cac cong thuc (2.5), (2.9) va
(2.12). Trong cach tinh truc tiép, giéng nhu ¢ trén ta thay tong
trong (2.9) va (2.12) bing

an—-n( )

Tuy nhién ¢6 thé dung mot cach tinh rut gon hon theo cac
bude sau:

B1l. Chon mot gia tri trung binh tay y x,,.
B2. Goi A 14 khoang cach déu gitta hai so6 liéu lién tiép va

tinh d, = X0
A

k k
B3. Tinh céc téng Zdinj va denl-.

i=]

Bd. Tinh X =x, + ¥ dyn,; 2.17)
n

$* = —hz— deni- - LZM (2.18a)

hodc g - > dfn, - (2.m). (2.18b)
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Han ché cua cach tinh nay la thudng doi héi s6 liéu cach déu
(nhung trong nhiéu bai todn thue té& lai chdp nhan duge). Cac
két qua trung gian dude dua vao mot bang tinh nén viéc kiém
tra lai két qua kha dé dang va tién lgi.

Thi du 2.3. Nguéi ta can 150 con vit cia mét giéng mdi,
két qua nhu sau
Canning | 125 150 1,75 200 225 250 275 3,00

Sicon | 2 6 24 35 39 24 14 6
Hay tinh cac dac trung mau cua trong lugng vit.
Giai. Ta chon x,= 2,25, h = 0,25 va

X; n; d; nd,; d?n;-
1,25 2 —4 -8 32
1,50 6 -3 -18 54
1,75 24 -2 48 96
2,00 35 -1 -35 35
2,25 39 0 0 0
2,50 24 1 24 24
2,75 14 2 28 56
3,00 6 3 18 54

)> 150 ~39 351

_ h 0.25
Teds X=x.+ 25 dn =225 2
*o nz i 150

.39 = 2,185,

S? = %[Zdﬁni - % (Zd,-ni)z}

2 2
= 0,25 [351 - %) = 0,142025.

150

Dé dang th4y trung vi miu la 2,25, dong thdi d6 ciing 1a gia tri
thuc nghiém cha mét.
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2. Mau ldp
Mau ldp dugc cho dudi dang

[x,,%,] {x,,x,] ... [x, ,,x,] (2.19)
n

n n

H 2 k

trong d6 gia tri mau la mdt khoang s6 tit x;; d&n x; Trong

trudng hop nay cac dic trung X va 82, s® chi ¢6 thé dude tinh

gan ding. Ta sé chuyén méu tit dang (2.19) vé dang (2.3) bing

ciach thay cac khodng s6 bang gia tri trung binh ctia khodang.

Nhu vay, viéc tinh X va S?, s? dua vé trudng hgp méu don.
Trong thuc hanh, d6i véi mét va trung vi mau, ngudi ta

su dung céc cong thiec sau day (ky hiéu mét va trung vi la

Mod va Med)

df

Mod = x,,, +
d, +d,

A, (2.20)

trong d6 x,,, — diém d4u cua khoang mét,
d, — hiéu tan s6 cua khoang mét va khoang trudc,
d, — hidu t4n s6 ciia khoang mét va khoang sau,
h — do dai khoang;

Med =x, + 2" My 2.21)

nme

trong dé x,,, — diém dau cia trung vi,
n, — tan sd tich liy trude khoang trung vi,
n,.. — tan sd khoang trung vi,
h — d6 dai khoang;

n — tong tan s6 hay kich thudc mau.
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Két qua tinh toan duge minh hoa trong thi du sau:

Thi du 2.4. Tinh cic diic trung nau caa thi du 1.1.

Giai. Ta lap bang tinh (chon x, = 135 trong coéng thic
(2.17), con h = 5)

Khoang TB n; d, dn; d’n, 7,

117,5 - 122,5 120 | 9 | -3 | -27 81 9
122,5 - 127,5 125 | 33 | -2 | -6 | 132 49
127,5 -132,5 130 | 74 | -1 | —74 74 116

132,56 -13%,5 135 93 0 0 0 209

137,5 - 1425 140 64 1 64 64 273

142,5 - 147,5 145 21 2 42 84 294

147,56 — 152,5 150 6 3 18 54 300
) 150 —43 489

Theo cac cong thie (2.17), (2.18)

X =135 + —2(-43)=134,2823;
300

2 _ 2
st=2 [489 _ %J ~ 40,2364,

~ 300
Dé tinh mét va trung vi miu theo (2.20) va (2.21) ta thay
Xmo =132,5:d, =93 -74=9;,d,=93-64=19;
X = 132,5:n,=116; n,,, = 93;

tu do
Mod =132,5 + 9 b ~134,1072;
9+19
150 - 116

Med =132,5 + ——93—-——.5 ~ 134,3279.
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§3. UGC LUONG DIEM

3.1. Uéc luvong tham sé

Khai niém uwdc lugng thuong dude dung trong thuc t€,
ching han dé danh gia trinh d6 hoc sinh ta tinh diém trung
binh. D6 1a mét uéc lugng cta diém s hoc sinh &y, né dya trén
thong tin qua khit 1a cac diém ma hoc sinh d& nhan dude trong
hoc ky.

Bai toan wdc luong tham sé ¢ thé phat biéu téng quat nhu
sau: Cho bién ngiu nhién gdc X cé luat phan phéi xac suat da
biét nhung chua biét tham s6 @ nao d6, ta phai xac dinh gié tri
cta 6 dya trén céc thong tin thu duge tit mdt mau quan sat x,,
X3, ...y %, c0a X. Qua trinh di x4c dinh mét tham s& 6 chua biét
dude goi 1a qué trinh udc lugng tham sé. Gia tri tim dude trong
qua trinh ay, ky hiéu la 6, s6 duge goi 13 wdc luong cua & &
day do @ la mdt gia tri s6 nén noé duge goi 1a wdc luwong diém,
sau nay ta con c¢6 ude lugng khoang hay khoang tin cay. Cha y
la 0 sau nay c6 thé& nhidu chifu va 6 s& la mot diém trong
khéng gian nhiéu chiéu tudng ing.

R6 rang 8 = g(x,, %o, ..., x,) 12 mot ham cua céc gia tri mau,
hay 12 mét thong ké. Dé danh gia mét ude lugng 1a tot hay
khéng, ta phai so sanh né véi gia tri 8that, nhung 8 chua biét.
Vi vAy sau nay phai dua ra cac tiéu chudn dé danh gia chat
lugng cta théng ké ¢ nhu 1a mét x4p xi t6t nhat cia € Nhiing
tiéu chuin nhu vay cho ta cac nguyén ly théng ké khac nhau.

No6i chung, do nhiéu 1y do, ta khong thé xac dinh dudc 6
chinh xéc. Vige chon mot ude lugng 0 nao d6 khé 6 thé goi 1a
t41 vu, bao gid ta cling phai chiu mét tén thdat. Trong théng ke,
nguol ta thuong 14y ham ton that dang binh phuong Lig, ) =
(g — 0% Trong nhiéu bai toan thuc t& viéc chon ham tén that
nhu trén bao ddm dude yéu ciu can thiét. Néu ham ton that L
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c6 dang khic, ta hoan todn c6 thé xdp xi né bang dang binh
phuong nhu trén véi nhiing gia thiét vé tinh 161 trong mot lan
cin nao d6 cua @ (cing véi gia thiét vé lién tuc va kha vi hai
14n); khi 46 ta c6 thé khai trién L tai lan can dé cta @

oL(g,, 0) 19°L(g,, 9)
2 5’

L(g, 0)= L(g,, 0)+ (g-0)+ (g -0),(38.1)

trong d6 g, nam gita g va 6. Rd rang

+ L(g, 6 =0 (ton thit cuc tiéu, néu g, = O);

0
+ (g{)a 9)
og .

+ vl g, € 1an can 6, dao ham cip 2 ngit duong ¢ g, (do gia
thiét 161 ctia L), tit d6 L(g, &) hoan toan c6 thé xap xi béng (g -
6%, it ra 6 l1an can ctia 4. Chu yla g = g(X, X,, ..., X)) nén sau
nay nguoi ta thudng lam cuc tiéu ham rai ro

R, 6) = E[ L(g, 0)].

3.2. Cac tinh chat clia udc lugng diém .

=0 taig,= 6 do mudn ton thit cuc tidu;

O day ta quan tdm dén udc lugng diém cua 6, ky hidu la
8 = 0(x,, Xy, ..., x,) hay v& mat 1y thuvét 6 = 6 (X, X,, ..., X,).
1. Udc lugng khéng chéch

Pinh nghia 1. Thong ké 4 dudc goi 12 wic luong khong
chéch cia Onéu EO = 6.

T dinh nghia trén ta thady E(8 - & = 0, diéu dé c6 nghia
13 trung binh d6 léch ctia ude lugng so véi gia tri that bang 0.
Néu d6 léch cé trung binh khéac 0, ta c¢6 udc lugng chéch. Mt
sai s0 n&o do6 c¢6 trung binh khac khéng sé duge goi 1a sai sé hé
théng; ngudc lai sé& 1a sai s6 ngdu nhién. Nhu vay mot udc
lugng sé dude goi la khong chéch khi d6 1éch so vdi g4 tri that
(sail s6 udc lugng) 1a sai sé ngau nhién.
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Duya vao cac két qua ciua muc 2.2 rd rang ta cé

— trung binh mau 1a uéc lugng khéng chéch caa ky vong,

— phuong sai mau hiéu chinh 1a uéc lugng khéng chéch cuaa
phuodng sai,

— tan sudt mau la udc lugng khoéng chéch cua xac suit
xudt hién sy kién A nao d6 (néu X c6 phan phdi Béc-nu-li va
viée 14y mau c6 hoan lai),

n

— phuodng sai tinh theo céng thic —1—Z(xi — a)2 la uéc lugng
L

khéng chéch cua phuong sai, trong khi d6 S 12 wéc lugng chéch.
2. Udc lugng vieng
Pinh nghia 2. Théng ké 8 duge goi 14 wdc luong vitng cua
6 néu 6 (x,, ... x,) ——> 8. '

St dung khai niém héi tu theo xéac suét § chuong III, ta c6
thé thiy ring néu 6 1a udc lugng tiém can khéng chéch cua 6
(thc 12 imE#=6) va limVé =0 thi § s& 1a uéc lugng vilng.

n-—x noow

R6 rang X va S? (hoic §?) 1a cac udc lugng viing tuong Ung
cua EX va VX, tan suat miu la udc lugng viing cua xac suit
tuong Ung.

3. Udc lugng hiéu qua

Trong 18p cac ube lugng khéng chéch cua € viée so sanh hai
uée lugng theo nghia ton that dua vé so sanh hai phuong sai.

Pinh nghia 3. Thong ké 6 dudc goi 14 wdc luong hiéu qud
cua 6, néu nd 1a udc lugng khong chéch c¢6 phuong sai bé nhat.

Ngudi ta da ching minh dugde ring néu 6 1a udc lugng
hiéu qua cua #thi phuodng sai cua né la

V- 1 , (3.2)
. EF@_EB’E)}
oo ]
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trong d6 f(x, 6 12 ham mat d6 cta bién ngau nhién goc cam
sinh ra tap miu dang xét. Nhu vay vé1 moi udc hugng khéng
chéch bat ky cia @ ta ludn c6 phuong sai 1én hon V@ trong
(3.2), sau nay (3.2) dudc goi 1a gidi han Cra-me — Rao.

Thi du 3.1. Néu bién ngiu nhién goc X ~ M”(a, cz) thi

trung binh mau X 1a udc lugng hiéu qua caa ky vong EX = a.
S o’
Gidi. Ta da biét X == X, ~o#'|a, — |.
nis n
Mait khéc X c¢6 phén phdi chudn, nén néu flx, a) 1a ham nat
cua X;

1 —(x—a)2120'2
x,a = m———— ’
f( ) o2
%lnf(x, a)= xo—za )
olnf(x,a)] :
Vay nE[ n x,a} =nE(x_2aJ :%
oa o G-

va VX chinh bing nghich ddo ¢?/n. Vay X 1a udc lugrg hiéu
qua cua a.

Ban doc hay chiing minh t4n suit mau £ 1a udc lugrg hiéu
qué cla xac suit bién nghu nhién géc X tuan theo luat Bé:-nu-li.
Dé ¥ la nghich dao cla (3.2) thudng mang tén goi la luiong
théng tin Phi-so cia miu tuong ting hay dung trong 1y -huyét
thong tin.

3.3. Cac phuong phap udc lugng

1. S dung cdc ddc trung mau

Cach udc lugng nay dua vé st dung céac dic trung di mhéc
té1 5w§2 la trung binh mau, phudng sai mau hiéu chinh, 1§ l&ch
chuan mau hiéu chinh...
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2. Phuong phdp mémen

Day la phuong phap thuc nghiém dua trén su kién 1y thuyét
1a cic mé men mau cila mét tap mau ngau nhién cé bién goe X
hoi tu hdu chéc chin vé cac mo men 1y thuyét tuong ting caa X.
Nhu vay néu ky hiéu 8 bay gic 1a véc to k chiéu 8= (8, ...,6),
m;(6) 14 md men ly thuyét cdp j, mi{e, n) — mémen thuc nghiém
cép j, ubc lugng theo phuong phap mé men cua véc to tham s6
8 dugc tim béng cach giai hé phuong trinh

™ (8) = m{e.n),

my, () = my (e, n).
Thi du 3.2. Cho bién goc X tuan theo luit gam-ma X ~ y
(r, 4). Dung phuong phap md men tim udc lugng cua r va A
Giai. Tu két qua chudng 11, ta dua vé giai hé

EX =L = X;
< A
VX = =S
L A

Suy ra cic udc lugng can tim la
—\2
X
82
3. Phwong phdp hop ly nhdt
Nguyén ly hop Iy nhdt 1a tim gia tri cua 0 — ham cua quan
sat (x,, ..., x,) sao cho bao dam xac suét thu duge cac quan sat
d6 16n nhat. Gia su bién goc X c6 phan phdi (ham mat d6) la
flx, ©; khi 86 ham hgp 1y, ky hiéu la L(x. 6). x ¢ day la vécto
(X)) Xy, ... X,), Gcling cd thé 12 vécto,

L(x.0)=[]/(x. 0) (3.3)

i:—kgx?; ;‘:
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Dé y 1a ham hdp 1y L(x, 6 c6 thé khéng kha vi d8i véi 6 Ta
goi 6 la wdc luong hop ly nhdt clia @ néu V6 (thudce tap tham
s6 nao d6)

L(x, 6) > L(x, 6). (3.4)
Viéc tim 6 thdéa man (3.4) rat kho khian do ham haop 1y (3.3)
khong 13 ham 16i va tat nhién thudng phi tuyén. Khong cé 1y
do nao dé ddm bao cho 4 thdéa man (3.4) 1a duy nh4t, hoic 1a
khéng chéch (va vi thé khong thé hiéu qua).

Néu dam boéo cac gia thiét vé kha vi hai 1an ciia ham hap
1y, ta c6 tim hiéu diéu kién can dé c6 cuc tri:

oL(x, 9)
ol
hodc tudng duong véi nd
oln L(x, )
o6
(3.5) c6 tén goi 1a phuong trinh hop ly nhdt, nhung nghiém cua
né khong duy nhat va vi vay chua chéc di 14 nghiém cén tim.
Vi vy ta cAn ki€m tra diéu kién du
o* In L(x, 9)
06? .
f=6
Dé y trang trudng hdp roi rac, fix,, 6 trong (3.3) phai dudc thay
bang ham xac suit p(x;, 6. Néu 613 mot véc to tham s0, cac dao
ham trong (3.5) phai hiéu dao ham theo vécto. May sao ngudi ta
da ching minh dudc rang néu phuong trinh (3.5) ¢6 nghiém duy
nhat thi khi 46 khong can kiém tra diéu kién du (3.6).

Thi du 3.3. Tim udc luong hop 1y nhat cia tham s8 A trong

phan phdi Poa-xéng 2(2).

= 0. (3.5)

< 0. (3.5)

n

- 2.
Gla)l L(xl,...,xn, ,1) — e—nﬂ. e

x;

(theo 3.3);

n

[T
i=1
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oln L(x,,...,x,, ) 1
Py =-—n+ Iin =0

i=1

6 nghiém duy nhat = i=X.
Ciing dé dang kiém tra (dé ¥ cac x; déu duong):
’InL
oA*

_ n,ﬁ
A=X

Thi du 3.4. Tim udc lugng hdp ly nhéat caa cic tham s a
va ¢ cia phAn phdi chuin o (a, 02).

. gx, - .',1)'_‘E

. 0. o 2
Giai. L(xl,...,xn,a, 02):(2027:) 2e 2

[ n
alnL: 1 Z(x._ﬂa):o’

o oPe
Tt d6 | 7
oln L n 1 & 2
60_2 20_2 2042( )

L =1

Giai hé phudng trinh trén va do tinh duy nhit nghiém, ta cé
cac udc lugng hop 1y nhat

— 1<
a=X=—in,
no3

Ngoai ra ta ¢6 cac phuong phap udc lugng khac khong xét
3 day nhu Bay-ét, dé léch bé nhdt... Cudl cung néu ham L
trong (3.3) phiic tap, viée tim @ theo (8.5)—(3.6) rit kho khan;
khi d6 ta phai ding cac thuit toan phi tuyén x4p xi dang lip
ho#ic Niu-ton — Rap-xon cai bién.
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§4. KHOANG TIN CAY

4.1. Udc lugng khoang

Uéc lugng diém c6 mdt nhuge diém co ban la khéng thé
bist duge d6 chinh xac ciing nhu xac sudt dé udc lugng dé
chinh xac. Nhat 1a khi kich thuéc mau nho su sai léch ciia uéc
lugng so véi gia tri that kha 16n va chi v8l mot sé khé danh gia
duge kha nang méc sai 1dm khi udc lugng l1a bao nhiéu. Dé
khéc phuc cac han ché d6, ngudi ta dua vao khai niém udc
lugng bang moét khoang gia tri. R6 rang uéc luong khoang cé
d6 tin cay cao hon nhiéu va cho phép xac dinh khach quan sai
s& uée lugng. TAt nhién mot khoang ude lugng van ¢ thé sai,
gidng nhu moi ude lugng khac, nhung khac véi ude lugng diém,
x4c suflt sai lAm c6 thé biét va trong chitng muc nao dé c6 thé
hy vong kiém soat dugce. Néi nhu vay khéng c6 nghia 1a khéng
nén dung uéc lugng diém nita. Né vin cho ta mét théng tin
quan trong va uéc lugng khoang sé duge xay dung xung quanh
udc luong diém.

Tir d6, dé udc lugng mot tham gia s 6, phuong phap nay
chu truong xay dung mét théng ké nao d6 c¢6 luat phan phoi
xac dinh khéng phu thudc 8 (nhung théng ké lai phu thudc).
Néu dua vao thong ké d6 ta tim duge khoang gia tri (6, 6)
trong d6 6, va 6, phu thudc vao théng ké trén, sao cho véi mét
xac suit cho truéc tham s O roi vao khoang d6, thi khoang
(6, 6, sé udgc goi la khoang tin cdy véi do tin cdy da cho. Nhu
viynéud it 1 - a=y la dd tin cAy cho trudc, ta can xac dinh
6, va 6, sno cho

P6,<8 <6,)=1-a. (4.1)

Do dai 6, — 6, sé dude goi 1a dé dai cua khoang tin cdy.

Dé lam duge didu d6 quy tic chung nhu sau: Dau tién tim
mét thong ké G = G(x,, ..., x,, 6) sao cho phan phdi cua G xac
dinh hoan toan (khéng chita tham s§ 8 nita). Khi d6 véi d6 tin
cdy 1 — a = y cho trudec, ta tim cép gia tri o, va a, sao cho
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a, + a, = a (dé § tit cd ching déu duong) va tudng dng vdi
ching Ja cic phan vi g, va g,_, thoa mén diéu kién

P(G<g,)=a,vaP(G>g ,)=a, (4.2)
RO rang
P(gal <G(x, ..., x,, 0) < gl_az): l-a,-a,=1-a. (4.3
Bing cac phép bién ddi tuong duong ta dua bat déng thic
trong (4.3) vé dang 6, < 8 < &, va
P,<O0 <8)=1-q

d6 chinh 14 khoang tin cay can tim. Trong thuc t& ngudi ta
thudng chon d6 tin cay kha 16n 1 — a = 0,95, 0,99 ho#c 0,999.
Kha nang mic sai 1am khi dung cac uéc lugng khoang & day
bang a. :

4.2, Khoang tin cay cho ky vong

DAu tién ta gid su bién goc X~ «#{a, 6°) va tham s6 a chua
biét, ngoai ra ta biét dude maiu quan sat duge cam sinh t X 1a
Xy, X3, ..., X,. Bal to4dn d4t ra 13 tim khoang tin cdy cho EX = a
vl d6 tin cdy 1 — a cho trude.

1. Bdi todn 1 (phuong sai o = o; da biét)

Ta chon thong ké

G-z-X=°/ (4.4)

Ty !

Tit gia thiét chuin cia X
ta thiy Z ~ ¢#10, 1). Chon cip
o, V& a, sao cho o + a4, = a va
tim cac phan vi (xem (4.2))

o|R

a
2
| |

P(Z<z,)=a, 2
P(Z<z

a 1-%

2 2

) =1-a, Hinh 4.1. Phén phéi clia Z

]“'02
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Do phén vi chuan ¢6 tinh chat 2, =-2, , nén

P(’—-zwl <Z<z ) =1-a. (4.5)

~

Dé y dén (4.4) va giai hé bat phuong trinh trong (4.5) d61 vé: a.
ta thu duge khoang tin cay cén tim

_ €T — U;-. : .
X~z  a<X+>Ez . {1.6)
1-u.,

n v
Nhu vay d61 véi d0 tin ciy 1— a cho trudc, ta sé c6 vé $6 cap
a,, @ thoa man q, + a, = o va tuong ting ¢b v6 sd khoang tin
cay. Ta xét mot sd truong hop dic biét:
< . -~ - - T oa a
a) Khoang tin cdy doi xung: Néu ta chon a, =a, = Y (xem

hinh 4.1); tif (4.67 néu dat 2, =z _(tra tit hang s6 2) ta ¢6
p.-0

khoang
ey, o] - g, -
X - v---,ﬁ;zz6 << X+ —;.-E-':z‘,). (4 7
Jn v

- G-‘ . -, - - - » -, >
Dai lugng ¢ = —z, dugc goi 1a dé chinh xdc cta ude lugng, néd

Jn
phan anh d6 léch cua trung binh miu so véi ky vong 1y thuyét
vol d6 tin cay 1 ~ o
b)- Khodng tin cdy phdi: Néu chon a, = 0,
2y 4, = F® dat z, = z,_, ta c6 khoang can tim

a thi

|

{i’ - %zh, 4 a,] (4. 8)

¢) Khoang tin cdy trdi: Néu chon «, = a, a, = 0 thi

z,., =+wo dit z, = 2, , ta c6 khodng can

~td .y

= (o)
—0, X + -2z | ' (4.9
( n } 9
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Dé y z, trong (4.8) va (4.9) déu la phan vi chudn 1 — a. Khi tra
bang ham Lap-la-xd luu ¥ ¢(z,) = d(z_, ) = % - ¢«. Trong khi d6

z, cla (4.7) thdoa méan ¢(z,)=¢lz , |=——.

1 ; I

V& cung d6 tin cay 1 — «. ro rang khoang tin cay cang
ngan cang tot. Theo nghia d6 khoang (4.7) 1a tot nhat, chua ké
dén su 461 xiing ca né ddi véi ky vong mau. Dé ¥ trong trudng
hgp nay dé6 dai khoang tin cay sé la

2¢ =

29 , (4.10)
X
Cong thitc (4.10) chio ta thdy quan hé gida d6 tin cay 1 - a,
dung lugng mau n va d6 chinh xéc¢ ¢ (hay d6 dai khoang tin
ciy 2¢). Néu biét 2 trong s6 3 tham 50, ta hoan toan xac dinh
dudge bién thit ba.

Thi du 4.1. Mot phAn xuong mudn ude lugng thol gian
trung binh d€ san xudt 1 ram giav. Gia st lugng théi gian @6
tuan theo luat chuan véi o = 0,3 phit. Trén mot tap mau gém
36 ram thdl gian trung binh tinh duge 1a 1,2 phat/ram. Tinh
khoang tin cay 95% cho thdi gian san xuat trung binh trén.

Giai. Thong tin dau vao X =1,2; 0,=0,3;n=36 vaa=1-
95% = 5%. Ta chon khoang tin cay dd1 xing (4.7), trudc tién

” i- 2. < 3z
tra bang ¢(z,) = —25 = 0,475 dé ¢6 z, = 1,96; tu 46

X’-——-O—-izb<EX<}?+

%,
Jn Jn

»l12-22 10619+ -9’—3-—1,96J o (1,102 1,298).
J36 J36

Thi du 4.2. Trong thi du 4.1 néu ta mudn do chinh x4c cua
udec ludng tang gap d6i nhung &b tin cay khéng 61 = 0,95 thi
can nghién cli: mau c6 kich thudc bing bao nhiéu?



Gidgi. Do 0 thi du 4.1, d3 chinh x4c cua udc lugng bang
0,098; nén dé né tang gdp doi ta cAn c6 ¢ = 0,049. Theo (4.10)
ta can mau ¢6 dung lugng

Ug 2 (0’3)2

n>20,2 - _(1,96)° ~142.
92 “0,475 (0’049)3( )

Cudi cung tu (4.10) ta ¢6 hai nhan xét:

— Khi kich thudc mau téang va d6 tin ciy gid nguyén thi ¢
giam hay d0 chinh xac cia udc lugng ting.

— Ngugc lai néu tang d6 tin cay va gitt nguyén kich thudc
mAu, do gia tri phan vi chuin ting nén ¢ ting lam cho d6
chinh xac cua uée lugng giam di.

2. Bai todn 2 (phuong sai ¢ chua biét)

Trong trudng hop nay dau tién ta phai udc lugng o bang
phuong sai mau hiéu chinh, sau dé6 chon théng ké
X-a (4.11)

s
Theo (2.15) ta biét thong ké 7" tuin theo luit Stiu-don véin - 1
bac tu do, mit khac hinh dang cia mat d6 phin phéi nay rat
gin vdi chuan, nén cach uéc luong rat giéng véi bai toan 1. Ta
tim phén vi

P(T <ty ,)=a;P(T <ty )=1-a

G=T-=

va do- o, + o, = anén
P(T <lyi g ) =a; P(T < tn_u_az) =l-a,. (4.12)

So sanh (4.13) duéi day véi (4.68) ta thay chi khac nhau g hai
chd: thay o, bang s va thay gia tri bang Lap-la-xd bang bang
Stiu-don. Tu d6 gidng nhu trong (4.7) — (4.9):

a) Khoang tin cdy dot xing: tra bang tinh ¢, =¢ va

n-1,1-%

2
ta co
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x-S . X+ |
(R fru®eu)

b) Khoang tin cdy phai: trabang tim ¢, = ¢, , ;.o va

(X’ -%tb;+oo}

c) Khoang tin cdy trdi: voi cing gia tri bang ¢ phan b)

> S
—0, X + —1t, |.
(=% n)

Thi du 4.3. Mét 16 bAnh mudn uée lugng trong lugng trung
binh cua s6 bét dung hang ngay (gia sd lugng bst tuan theo
luat chuén). Véi k&t qua théng ké cua 14 ngay ta c6 udc ludng
diém cua a 12 17,3kg véi s = 4,5kg. X4y dung khoéing tin cay
99% cho trong lugng trung binh a.

Gidgi. S6 lieu ddu vao X =17,3;s=45n=14val—-a=
99%. Ta tra bang Stiu-don ¢ = {5 (995 = 3,012. Tt d6 khoang

tin cay 99% sé la

(E—§—53012 X + 5. ,
14

(4.13)

}= (136,77; 209,23).

Thi du 4.4. Ta mudn danh gid nhiét d6 16n nhit trung
binh ¢ tinh Lam Péng vao ngay 25 thang 9 (gia si nhiét d6 d6
tuin theo luat chuén). Nhiét d§ cao nhét d 5 viing cia tinh do
dugc trong ngay hdém dé la 25, 27, 29, 32 va 33°C. Hay xac
dinh khoang tin ciy 95% cho nhiét d6 cao nhit trung binh
trong ngay dang xét. |

Gidi: Goi X lanhiét ddcaonhdtd [ x [,_ ¥ x— X)

Lam Dong vao ngay 25/9, ta da ¢6 [ 95 | _49.| 17.64

X~af"(a, 02). Do chua ¢6 cac dic | 27 | -2,2 8,84

trung méau nén ta cén tinh 29 | 0,2 0,04

32 2,8 7,84

X-146 o905 [#48 _345 [33 ] 388 | 14,44

5 4 146 / 44,8
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Tra bang Stiu-don ¢, = t,447; = 2,776, ta c6

= S S 8 33,5 33,5 -
[X =X ﬁth_(%,z 276,292+ .2,7:6]
= (25,04: 33,36).

Dé ¢ day 1a khoang tin ciy 95% tinh trén b6 s& liéu cy thé
cua thi du, né hoan toan khéng ¢6 nghia la xac suét dé trung
binh that roi vao khoang tin cay trén la 0,95. Bdi vay klong
nén quén rang do tin cay 95% cta mdt khoang nao dé duge
hiéu theo nghia théng ké (tic 12 néu ci lam thi nghiém 100
l14n véi cac khodng tin cay 95% thi c6 khoang 95 lan gié tri
trung binh that nam trong khoang d6).

Néu dung lugng mau n > 30, thong ké T trong (4.11) <& ¢6
phan phéi tiém can chudn o#(0, 1), va viéc tim khoang uédc
lugng véi @6 tin cay 1 — a duge 1am gidng nhu bai toan 1, véi gy
duge thay bdng d6 léch chuin miu hiéu chinh s. Luu y 1a
trong cac bai toan va thi du ¢ day, ta luén ludn cé gia thuyét
chuan clia phan phdi géc.

4.3. Khoang tin cay cho ty 1é

Néu bién ngiu nhién goc khong tuan theo luat phan phai
chudn, viée xac dinh khoang tin cay cho EX sé rat phic tap va
do1 hoi céac ky thuat hién dai hon. Tuy nhién trong trudng hgp
n & 16n, ca hai thong ké Z trong (4.4) va T trong (4.11) déu ¢6
phan phéi xdp xi chuan «#(0, 1). Do d6 cac thu tuc ude lugng
khoang lam giéng nhu bai toan 1 dd néi dén 6 muc trén.

Ta xét mét trudng hop cu thé khi dau hiéu X -~ 2 (1, p)
(phan phéi Béc-nu-li). Khi d6 néu ta chon ra phéan t ti tap
nén (theo dang mau ngau nhién) thi s6 1an xuit hién ddu hiéu

quan tdm X, cing phan phéi véi X. Nhu vay X = lZXi chinh
N

12 tdn sudt udc lugng diém cla x&c sudt hay ti 1&é p = EX.
Mit khac tit két qua chuong II, nX sé& c6 phan phéi nhi thuc

146



(1-p)

B, p),ttddEX=pvaVX = P —. Néu ta chon théng ké

LA m N ~ ~r ~ » LY -~ e ~
(vO1 f = —1latan sudt mau xuat hién dau hiéu quan tam)
n

z-_t-p (4.14)
p(l- p)
thi khi n kha Ién Z—£— o#7(0, 1).

Bai toan 3 (tim thay khoang tin cdy 1 — a cho ty 1é (xAac
suét))

Dua vao (4.14) ta c6 hai cach di tim khoang tin cay khi n
du 16n.

1) Theo céch 1am & trén chon o, = a, ~_--g- (xem bai toan 1)
va tir (4.5) — (4.6) ta cd
f-P /< 2,

—2y < r——_p(l—p)

véi 2, =2 4 (khoang tin ciy doi xing). Giai hé bat phuong

trinh trén do61 voi p
n(f - p) <p(1-p)z
<:>(n +z§)p2 —(2nf +z§)p+n]"‘2 < 0.
(riai va tim nghiém phuong trinh bac 2 6 v& trai, ta cé 2 nghiém
1L 5

J'z}“+:‘12—2:2 izb\fnf(l—f)+ 1%

p‘[s p2 - 2 (4'15)
n+ zb

va khoang tin cf_iy cAn tim sé 1a (p,, p,), v6i p; < p,. Tuy nhién
viéc tinh toan theo (4.15) sé kha kho khan.
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2. Ta tim udc lugng khoang gan ding theo cach khac. Dé y
néu n kha 16n, théng ké

z2=A"P i)
f(1-f)
véi VX = p(1 — p) dude thay bang udc lugng diém f{1 — f). Bay
gid quy trinh giai bai toan 1 da c6 thé duge ap dung (X thay
bing f, o thay bing f(1-5, ...)
f(1-1) f(1-1)

f_ n zl—ag < p< f_ n zl-a, .

Tir d6 (xem (4.7) — (4.9))
a) Khoang tin cdy déi xiing: z, = z

.2

(,v R AL +zb\/@}. (4.16)

b) Khoang tin cdy phai: z, = z,_ , va
]__
[f—zb\/u; +oo}. (4.17a)
n

c) Khoang tin cdy trdi: v8i z; nhu trén

[_w;mzb re-f) ] (4.17b)

n

Cudi cung, néu ky hiéu ¢£1a d6 chinh x4Ac cua ude lugng khoang
dé1 xing, ta ¢6 quan hé (xem (4.10)):

f(1-f)

g =——"’27" .
. n 1"5

Thi du 4.5. Kiém tra nglu nhién 600 san phdm cua mét
méay dap thiy c6 24 ph& pham. Véi d6 tin cy 1 — o = 95% hay
uée lugng ty 1é phé& pham t6i da ciia may dé.
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Gidi. Goi p 13 x4c sudt ra phé pham ctia may trén hay p la
xac sudt xuit hién d4u hiéu phé phim cha san phiam nao d6
va ta c6 thé dung quy trinh bai toan 3. o) day n = 600 (kha
16n), ty 1é phé pham miu f= 24/600 = 0,04. Ta sé dung khoang
tin cay trai (xem 4.17b); trude tién tim phén vi chudnz, = 2, _,

(néu tra bang Lap-la-xo ¢(z,) = —;——- a = 0,45) ta tim dudge 2z, =

1,64; tu dé

[_w;f + —f—(l——ﬁzb] = (-m; 0,04 + \/w. 1,64]
600

n

hay ty 1é ph& pham t8i da 12 0,05312 = 5,312%.

Thi du 4.6. Phong van 400 nguoi d mot khu vue 300000
ngudi thiy cé6 240 nguoi ung hd du luat A. Véi 46 tin cay 0,95
hay ude lugng s6 ngudi ing hd du luat A trong khu vuyc bang
khoang tin ciy d61 xiing.

Gidi. Goi p 1a ty 1é nguoi ang hd du luat A va ta sé su dung
két qua (4.16). Theo dau bai f = 240/400 = 0,6; & = 0,05; phan
vi chuén 2 . = Zogs = 1,96 (#(1,96) = 0,475}, vay khodng tin

2
ciy cAn tim cua p 1a

0.6 2204 1 960,6+ /2804 o6
, 400 200

= 00,6622 < p < 0,6478.

Do d6 khoang tin ciy cua s6 ngudi ung hd du luat A 6 vang dé 1a
(300000. 0,56522; 300000. 0,6478) = (165660; 194340).

Néu ta st dung cé‘mg thice (4.15) khoang tin cdy s& 1a (0,5513;

0,6468) dd1 véi p va (165390; 194040) dé1 vdi sd ngudl ung hd

du luat A.
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Ta c6 thé tém tit cac két qua clia muc 4.2 va 4.3 nhu sau:

o da cho lo‘ khong biét

n bé y 1 18n n béy n Ién
x~®lxwr x - lX-crl' X~®lX~c4-’ X -Qx-or
v v v vV v o
Phuong Gidi Xap xi Giai Phuong Gidi  X3p «i
phap dang (4.4} dang phap dong (4.4)
khac (4.4) - (4.4)  khac 4.11) (g = 5)
v

Gidi ding Xap xi (4.4)
(4.11) {op = S)

4.4, Khoang tin cay cho phuong sai

Bai todn 4. Gia su X ~ cA/(a, 02) viddtinciy 1 — a da
cho. Ta can xac dinh khoang tin cay tudng tng cho VX = &
dua trén mau x,, x,, ..., x, dudc cam sinh bdi bién goc X.

Quy trinh xay dung khoang tin ciy dya trén su kién

, (n-1)s’ 2 (% - X)

1= = ~ 2 (n-1); (4.18)
o g
Z(x‘- - 0)2 ,
gt ==l " ~ 2 (n). (4.19)

Tu 46 ta 1am gidng nhu trong muc 4.2, chia bai toan thanh hai
truong hop:

1) Néu a = a, da biét, st dung théng ké (4.19) va chon a,,
a,, a0 cho o, + a, = a, sau 46 tim cac phan vi

P(y* < gf_al Y=a,; P(y* < Zf,l-a.g y=1-a,.

Tu dé suy ra P(xial <r’< ;(f'l_ag )=1l-«a
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hay khoang tin cAy 1 - a cua ¢*la

Ta xét mdt s6 trudng hop cu thé caa (4.20):

a) Néu o, = a, = g—, khoang (4.20) trg thanh

{ n

i=1

n

. =1

{ n g & o )
Z(xi - a,) Z(x, ~a,)
i=1 . =1

zf,l—ag , xf.a,
AN C

Z(xi """'0)2 2.(x, “%)2

\\

2

4

n‘

\

b) Néu a;, = 0, o, = ¢, ta ¢6 khoang tin cay phai

{ n

Z(xs-

i=1

1-2
2

~a, )2

»

2
Xn,

\

¢) Néu a, = a, a, = 0, ta c6 khoang tin cay trai

n

_...w‘

1-or

(%, -

i=1

y o0 |,

2
a,)

]

\

2
Zn.a

\

4

/

/

2
n'

L
2

/

(4.20)

(4.21)

(4.214a)

(4.21b)

2) Né&u a chua biét, ta thay né bing uéc lugng X va su
dung thdng ké (4.18). Cach lam giéng nhu ¢ trén va ban doc tu

tim ra két qua. Chﬁng han trudéng hgp chon a, = a, =£2z— thi

(4.21) tré thanh
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(n-1)s* (?-1-1)82 |

2 ? 2
Y4 a 4
n—l.l—g n—

(4.22)

1, %
2

Thi du 4.7. Cho khéi lugng mét loai san phiam tuén theo
luat phan phéi chuin. Can thi ting san pham ctia mét miu
ngiu nhién gom 25 don vi, ta c6 két qua

Khsilugng 29,3 297 30 305 30,7

4 5 8 53 3

Véi d6 tin cidy 95% hay tim khoang tin cay cho phudng sai cua
khéi lugng san pham trong 2 trudng hgp: a) biét ky vong a = 30;
b) khéng biét ky vong.

A’ A"y
S6 san pham

Gidi. DAu tién xac dinh cac déc trung mau
=Y = 2—15(29,3.4 +29,7.5 + 30.8 + 30,5.5 + 30,7.3)
= 30,012;

5
> (% - 30) n; =5,13;
i=1
b
24s® = 3 (x; - 30,012)" n; = 5,1264.
i=1

a) Ta dung (4.21), v6i a, = 30, va khoang tin cay can tim 13

{ 513 5,13 J_(5,13. 5,13

] =(0,1262; 0,3910).

135; 0,025 40,65 13,12

2’225; 0,975
b) Dung (4.22), khoang tin ciy can tim

51264 51264 | (51264 5,1254
| ’ 139,36 7 12,40

2 > ) =(0,1302; 0,4134).
X24;0,975 X24;0,025
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BAI TAP
Diém thi tiéng Anh ctia mét 16p hoc sinh nhu sau:

68 52 49 69 56 41

74 79 59 81 57 42

88 87 60 65 55 47

65 68 50 78 61 90

85 66 65 72 63 95
a) Xac dinh bang phan phéi thuc nghiém va da giac tan
suit tudng ung.
b) Tinh cac sé dic trung mau: trung binh, mét, trung vi,
phuodng sai.
Thong ké s6 km da chay cua 100 xe tai cia mot hang trong
nim 1997:

S6 km So xe tai

10000 - 14000 5

14000 — 18000 10

18000 - 22000 11

22000 — 26000 20

26000 -- 30000 25

30000 — 34000 13

34000 — 38000 12

38000 — 42000 4
a) Dung biéu dé va da giac tan suat.
b) Tinh cac s6 dac trung mau: trung binh, mét va trung vi.
Cho biét y nghia cua ching.
¢) Phan phéi mau khong d61 xitng, hay giai thich tai sao?
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3.

154

Thu nh4p gia dinh nadm cta hai nhém din ¢ hai lang mét
huyén nho la:
Thu nhap ndm (dong) S6 gia dinh
nhém A nhém B

1250000 — 13060000 4 2
1300000 — 1350000 40 20
1350000 — 1400000 73 32
1400000 — 1450000 52 o8
1450000 — 1500000 23 34
1500000 — 1550000 8 31
1550000 — 1600000 - 15

1600000 trd 1én — 8

a) Tinh thu nhap trung binh nim caa hai nhém gia dinh
trén.

b) Tinh mét cia thu nhép cua hai nhém gia dinh.
¢) So sanh va phén tich tinh trang thu nhap cia nhém A va B.
S6 km phai di cla 6 hoc sinh mét 16p budi téi nhu sau:
Hocsinh | 1 2 3 4 5 6
Skm | 1 4 9 8 6 5

a) Tinh khoang cach trung binh. |

b) Tinh cac s dic trung mau cua khoang cach: mot va
trung vi.

Gia cua mot loai bat ddng san 6 mdt vang dén cu la

180 165 151 148 145 121 110 110 105 100
100 100 100 98 95 95 90 90 90 85

84 83 82 8 8 75 72 172 68 65

61 61 60 60 60 5H8 b7 56 55 55

54 54 53 5H2 51 50 50 bHO 560 50

50 49 46 45 45 41 41 40 40 38
38 36 35 35



a) Xac dinh bang phan phdi thuc nghiém (la8y &6 dai
khoang bang 30 va bat dau ti gia tri 30).
b) Xay dung bidu db va da giac tin suAt.
¢) Tinh céc s8 d&c trung mau theo bang phan phéi d muc a,
sau d6 so sanh v4i két qua tinh tryc tiép (trung binh,
phudng sai, mét va trung vi).
S6 lugng khach hang dén mua ¢ mét cua hang trong vong
1 ngay dudc thong ké nhu sau:

S6 khach Sé ngay

95 - 105 4

105-115 14

115 - 125 18

125 -135 15

135 — 145 10

145 - 155 7

15656 - 165 2
Hay xac dinh cac sd déc trung miu (trung binh, phuong
sai, 46 léch chuén, mét, trung vi, mémen cdp 1 va 2) cla
s6 khach.

Diéu tra 1600 gia dinh c¢6 4 con ta c6 két qua

S6 con trai ‘ 0 1 2 3 4
S6giadinh | 111 367 576 428 118

Xac dinh ky vong miu va phudng sai mau hiéu chinh.
Cho 8 s6 liéu do cung mdt dai luong thiét bi do khong cé
sal sb hé théng

369 378 365 420 385 401 372 383
Hay tinh udc luong khéng chéch cua phuong sai sai s6 do
trong hai trudng hdp: a) biét s& do that bang 375; b) khong
biét s do that.
Theo doi thol gian hoan thanh moét san phéqmr cua hai
nhém c¢6ng nhan
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10.

11.

12.

13.

14.

156

Thoi gian | 43 44 50 55 60 65
— Nhém 1

SO ngusi | 2 5 15 20 5 3

Thoigian |45 49 53 60
Séngusi | 2 41 5 1

Tinh trung binh mAu va phudng sai mau hiéu chinh caa
thdi gian hoan thanh san pham cta tiung nhém va binh
luan két qua.

Mot 16 hang gdém n linh kién (n rat 16n). Nguoi ta chon
ngiu nhién ra m linh kién, danh dau chung réi tra lai 16
hang. Sau khi tron k¥, chon ngau nhién ra k linh kién thi
thay c6 [ chiéc chiéc bi danh dau (k kha bé so v61 n). Hay
xac dinh uée lugng hop 1y nhat cho sé lugng n.

— Nhém 2

o) mét cong truong xay dung 16n luong trung binh cia mét
cong nhan 1a 600000 dong véi dd léch chudn 1la 50000
d6ng. Tinh x4c suit dé luong trung binh cia moét nhém 50
cong nhan chon ngiu nhién nam trong khoang tit 610000
dén 650000 ddng.
Biét ty 16 phé pham cta mét 16 hang 14 5%. Tim xac suét
d€ khi chon ra 400 san phim tir 16 hang trén (véi s6 lugng
rat 16n) thi c6 trén 9% phé pham.
Trong 3500 sinh vién nam thi nhit cua truong dai hoc
Bach khoa c6 28% mudn hoc nghanh dién tit — vién thong.
Chon ngau nhién ra mdt nhém sinh vién 350 ngudi (cua
nam thi nhat dé). Tinh ty 1& trung binh caa s§ sinh vién
mudén hoc nganh dién ti — vién théng trong nhom sinh
vién trén.
Nhiét dd cua 24 thanh phd Viét Nam & cung mot gid va
mot ngay trong thang 7 nhu sau:

36 30 31 32 31 40 37 29

41 37 35 34 34 35 32 33

35 33 33 31 34 34 35 32

X4y dung khoang tin cay 99% cho nhiét d6 trung binh trén.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Nguoi ta muén udc lugng s6 lan goi trung binh cia mét
tong dai dién thoai trong vong 1 ngay. Théng ké trong
vong 50 ngay cho s 1an goi trung binh 1a 525 véi s = 52.
Hay x4c dinh khodng tin cay 90% cho s& 1an goi trung binh
do.

Chiéu cao trung binh ctia mét nhém hoc sinh gbm 20 em 1a
1,65 m v6i d6 léch chudn méu 1a 0,2 m. Xay dung khoang
tin cay 95% cho chiéu cao trung binh cua toan bd hoc sinh.
Chon ngau nhién 50 sinh vién § mdt truong dai hoc thi
thay c6 21 ntt. Hay uéc lugng ty 1& nit 6 trudng dai hoc d6
v61 d6 tin cay 90%.

Mot thiét bi do c6 hai dung sai 1a 0,2 cm. Thong ké 25 lan
do céc chi tiét cung loai ta c¢6 d6 dai trung binh 1a 15,2 cm.
Hay udc lugng do dai trung binh cta loai chi tiét trén véi
d6 tin cady 99% (gia su sail s6 do khong cé tinh hé thong).
Kiém tra ngau nhién 500 san pham cua mdt nha may thi
th&y c6 240 san pham loai A. Hay uéc lugng ty 1& san
pham loai A t&i thiéu cia nha may véi d6 tin cay 95%.
Theo déi 100 sinh vién dé xac dinh s6 gid tu hoc (X), két
qua nhu sau: X = 4,01 véi s = 3,51. Hay tim khoang tin
cay 95% cho sd gié tu hoc trung binh ctia sinh vién. Thu
ude lugng ty 1é sinh vién khéng tu hoc.

Trén mot mau gébm 26 s liéu nguoi ta tinh dude do dai
trung binh X = 30,2, véi s* = 6,25. Tim khoang tin cay 95%
cho phuong sai.

Dé udc lugng xac suat mac bénh A véi d6 tin cay 95% va
sal s6 khdng vugt qua 2% thi cAn kham bao nhiéu nguai,
biét rang ty léc méc bénh A thuc nghiém da cho bing 0,8.
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Chuong V
KIEM DINH GIA THUYET

§1. GIA THUYET THONG KE VA QUY TAC KIEM DINH

1.1. Gia thuyét théng ké

Trong nhi€u linh vuc ddi séng kinh t& — x& héi ching ta
hay néu ra cic nhan xét khac nhau vé cac 461 tudng quan tam.
Nhitng nhén xét nhu vay thudng duge coi la cac gia thuyét,
ching ¢6 thé dung va ciing c6 thé sai. V&n dé xac dinh ddng
sai cia mot gia thuyét sé dudce goi 12 kiém dinh.

Trong théng ké ching ta xuit phat ti mét mau x,, x,, ...,
x, chon tit mdt tap nén chua biét phan phdl hoic ¢6 phan phoi
F(x, 6 nhung chua biét tham s6 6. Ta c6 thé phat biéu nhiéu
nhan xét khac nhau vé cac yéu té chua biét — d6 1a cac gia
thuyé&t théng ké (thi du phan phéi tdp nén c¢6 dang chuan,
tham s8 ky vong bang mét s6 cho truéde...). N&u tham sé 8 chua
biét va gia thuyét 6 bing gia tri cu thé 6, duge dua ra, ta néi
rang c6 mot gid thuyét don; néu khac di, ta c6 gid thuyét phiic.
Viéc kiém dinh mét gia thuyét don thuong dé dang hon.

Gia thuyét dudc dua ra kiém dinh duge goi la gid thuyét
gbc, ky hiéu 1la Hy; n6 thuong 1a gia thuyét don trong cac bai
toan kiém dinh tham s8. Cac gia thuyét khac véi gée dude goi
14 gid thuyét déi hay déi thuyét (c6 thé don hoic phice), ky hiéu
la H,. Ta thita nhan khi d3a chon cip H,, H, thi viéc chdp nhén
H, sé chinh 1a bac bé H, va ngudc lai. Viéc kiém dinh mét gia
thuyét 1a ding hay sai dua trén théng tin mau sé duge goi la
kiém dinh thong ké.

Chéng han khi nghién ctu thu nhép clia cu dan mét thanh
phé nao d6, ta c6 thé dua ra nhiéu gia thuyét khac nhau:
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— Thu nhap cta cu dan tuin theo luat phan phéi chuan
(H,) hodc khong tuan theo luat dé6 (H,).

- Thu nh4p trung binh nam 14 50 triéu déng (H,) v4i nhiéu
dang d6i thuyét khac nhau: thi du # 50 triéu, > 50 triéu hoéc
< 50 triéu déng...

1.2. Quy tic kiém dinh gia thuyét

Nguyén tdc chung cta kiém dinh giad thuyét théng ké 1a
dua trén nguyén ly xdc sudt nho: mot su kién c6 xac suat xuit
hién kha bé thi c¢6 thé coi ring né khdng xay ra khi thuc hién
mot phép thit cé lién quan dén su kién d6. Tuy nhién trong
thuc t€, van dé phic tap va t€ nhi hon nhiéu.

1. Tiéu chudn kiém dinh

Tiéu chuian dudc xay dung rd rang phai don gian va dua

trén cac théng tin mau x,, x,, ..., x,. Théng thudng ngudi ta
chon mot théng ké
K= K(xl, Xo, ...,xn) (1.1)

c6 thé phu thude vao tham s& da biét trong gia thuyét H,. Néu
gia thuyét H, ding thi luat phan phéil cta K phai hoan toan xac
dinh. Mot théng ké nhu vay dugc goi 14 tiéu chudén kiém dinh.

2. Quy tdc kiém dinh

Néu ta thanh cong trong viéc chia mién xac dinh cua tiéu
chuén (1.1) thanh hai phan B

a

va B, trong d6 B, 1a mién bdc
b6 H,, con B, 1a mién chdp nhén H,, thi quy téc kiém dinh
kha don gian: Néu K tinh trén mau c6 gia tri thuéc mién B, ta
bac bo Hy; néu ngugc lai ta chap nhan H,. Mién bac bé H, dudc
gol 1a mién tdi han cua tiéu chuan K.

Nhu vay, néu ta dung quy tic nhu trén, c6 thé méic hai
loai sail lam sau day:
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— Sai lam loai 1: bac bé mot gia thuyét ding;

— Sai lam loai 2: chap nhan mét gia thuyét sai.

Do gia thiét K ¢6 phan phéi xac dinh khi H, ding va néu
goi a 1a xac suat dé xay ra sai ldm loai 1 thi

a = P(K,, cB,| H, ding ), (1.2)

tn

trong dé K, chinh 14 gi4 tri cia K trén miu cu thé dang xét.
Tuong tu néu goi F1a xac suit pham sai lam loai 2, thi

p=P(K, B,|H, sai). (1.3)

itn

Nguoi ta hay goi xac sudt bac bo gia thuyét sai 1 — 8 1a luc
luong cua tiéu chuin K.

Tat nhién ching ta mong mudn ca hail xac suat (1.2) va
(1.3) cang bé cang tét. Trong thuc t& ta khong thé ddng thsoi
lam giam ca hail xac suat d6, bdi vi cit a giam thi S ting va
ngude lai. Thong thudng do sai lam loai 1 d& kiém soat va (1.2)
dé tinh hon nén ngudi ta hay lua chon truéc « nhu la mot
ngudng dé xac suidt pham sai lam loai 1 luén nho hon a da bé
d6. Cac gia tri cia « c6 thé 1a 0,1; 0,05; 0,01; 0,001... phu
thudc vao yéu cau ctua thuc t€ va nha nghién ctu; gia tri «
dudc goi 1a muc y nghia cla quy téc kiém dinh (hay cla tiéu
chuén kiém dinh tuong ng). Quy tic véi mic ¥ nghia a dugc
goi 14 manh nhdt néu né co6 luc lugng 16n nhat.

Thi du 1.1. Theo Nay-man — Piéc-xon: “Néu & = (x,, ..., x,,
c6 phan phoi f,(.) duéi gia thuyét H,: 8 = 6, va phan phdéi £,()
duéi d61 thuyét H,: 6= 6, # 6,, ngoai ra cho 0 < a < 1 sao cho tén
tai mot s ko dé P(f,() > kafol) | Hy) = a; thi B, = {2 : fy(2) >
k[, ()} sé 1a mién bac bd H, cia tiéu chuAn manh nhat cho
bai toan kiém dinh gia thuyét don H, d6i véi thuyét don H,”.
Ap dung vao bai toan kiém dinh H,: 0= 3, d6i thuyét H,: 0= 4;
c6n=9, X =235 va phan phoi nén o110, 25) (a = 0,05).
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Gidi. Do tap nén c6 phan phéi chuan o#(6, o nén

x,-8;
f;(.gf)z;e 2522{ ),jzo;]_.

(21:02 )5-
T biéu thic xac dinh mién téi han B, trong bd dé va céng
thic trén suy ra
(6‘ -6 ]Zx ———-( 92) >o’lnk,

va

_ 20°Ink, +n(6 -6;)
B =42 =(x,...,x,): X > =A; ¢, (1.4)

2n.(6, - 6,)

trong d6 A, xac dinh ti P(i’ > AOjHO) —q,X = —?];—,(x1 ot ).

Trong bai toan ap dung X = 2,35 con A, dude xac dinh duya
vao gia thuyét chuén
9] =0,05.

P ) <[ £
., 7 2 - Ao - 3 - z — ~
T bang Lap-la-xd ta ¢é - 3=1,645, tu d6 A, = 5,74. Ro

rang X = 2,35 < A, va 2 € B, nén khéng c6 cd sé dé bac bd
gia thuyét H,: 8= 3.

Chu ¥ 1a tit thi du trén ta thay khi x4c dinh duge tidu
chufin kiém dinh, vé mit nguyén tic c¢é thé tinh duge cac xac
sufit (1.2) va (1.3) néu biét duge ngudng phan chia mién bac bo
H, v6i mién chép nhan né.

Thi du 1.2. Tim cac xac suit pham sai lam loai 1 va loai 2
trong thi du 1.1, néu chon ngudng A, = 5,5.
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Gidi. Tt cong thitc (1.4), do X ~ o#(3; 25) khi H, diing

o = P(X >5,5|H,)= P(:Y—g-ﬁs > 2273 3)

va do Z =53L§.3 - o#(0,1) nén d& thdy a = P(Z >15) = 0,5 ~
#1,5) = 0,5 — 0,4332 = 0,0668. Con xac sufit pham sai lam
loai hai

g =P(X <5,5|H,),

do khi H, ding Z = %.3 - o#(0,1)nén f= P(Z < 0,9) = 0,5
+ §0,9) = 0,5 +0,3159 = 0,8159 kha 1én.

1.3. Cac dang mién téi han
Trong thic t&, ngudi ta chon mién t6i han cia tiéu chuan
K phu thudc vao cdp gia thuyét H,; H, nhu sau:
. 1) Néu H, 1 451 lap (H, = 6
= g, v61 H,: 0 # 6,), ta chon céac
phan vi K,,, va K,_,,, (xem hinh

5.1) sao cho (dya vao phan phsi @2 al2
cua K khi H, ding) ﬁ__
e L Ky o

P(K>K1-af2lH0)='2_; ‘ Hinh 5.1 h

"P(K<K_,H,)= i;-
Khi d6 mién t4i han
B, = (—oo, Kaxz) u (Kl,a/g, +oo).

2) Néu H, bat dé1 xiing léch -
vé trai (thi du H;: 6 < @), ta -
chon mién tdi han léch vé bén Ko
trai (hinh 5.2). Dua vao phéan Hinh 5.2
phol caa K khi H, ding, ta xac
dinh phan vi K, sao cho
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P(K < K _|H, = @) va mién t6i han B, 1a (o, K,).

3) Tuong tu néu H, bat dai
xing léch vé phai (thidu H: ¢ >
&), ta chon B, léch vé bén phai

(hinh 5.3). Dya vao phan phéi a
cua K khi H, ding, ta xac dinh

K, . sao cho PK > K, ,|H) = & %
va mién t&i han B, 1a (K, +9. Hinh 5.3 e

§2. CAC KIEM DINH DUNG MOT MAU

2.1. Kiém dinh v& ky vong
Gia si miu x,, x,, ..., x, dugc chon tit bién goe X ~ (a, 02).
Bai toan dat ra 14 vdi muc ¥ nghia « cho trude hay kiém dinh
gia thuyét Hy: a = a, (a, 43 cho).
1. Bai todn 1 (phuong sai ¢* = o? da biét)
Ta chon tiéu chuén
l‘X -
K=2"% /. (2.1)
Oy
RG rang néu H, ding, K ~ o#(0,1) xéc dinh hoan toan. Phy
thudc vao d6i thuyét H,, ta ¢c6 mién t8i han khéc nhau.
a) Kiém dinh hai phia sé dugc dung, néu H,: a # a,. Khi d6
do tinh d8i xing cha phin phéi chuan o (0,1), hai phan

vi 3& 481 xling qua gbc toa d6 va néu dit z, =K, _,,, (hay
#(z) =05 - a!2) ta c6 mién tdi han can tim

B, = (—0; —z,) hodc (z,; +w). (2.2)
Ti: 1a néu |K,,| < 2, ta chdp nhan H, (khong ¢ cd sd dé bac bd
H,: |K,|>z, tabac bo H,.



b) Kiém dinh mét phia

+ NeuH;: 0< 6, rd rang nén chon mién t41 han léch trai
(xem hinh 5.2). Tit d6 néu dat 2z, = K, (hay #z,) = a— 0,5) ta c6
mién bac bo H,

B, =(-x; z,) (2.3)
tuc 1a néu K, < z, (chd y 1a 2, 1a s6 am) ta bac bé H,, ngudc lai
ta chap nhan né.

+ Néu H,: 8> 6,, mién té1 han sé léch phai (xem hinh 5.3):

B, = (2, to) (2.4)
vél z, = K,_, (hay #z;) = 0,6 — a).

Dé ¥ ring mién chip nhan H, (tinh d5i véi théng ké K)
chinh 1a khoang tin cay véi 49 tin cay 1 — a cho ky vong a, (khi
biét phudng sai o® = 7). Ngudi doc c6 thé dé dang kiém tra
dudge khi so sanh (2.1) va (2.2) — (2.4) véi cac cong thic tuong
ung ¢ chuong IV, §4 (cac cong thic (4.4), (4.7) — (4.9)).

Thi du 2.1. Mot hang bao hiém théng bao rang sé tién trung
binh }}éng chi tra cho khach hang bi tai nan 6t6 la 8500 q{) la.
Dé kiém tra lai, ngudi ta kiém tra ngau nhién ho so chi tra caa
25 trudng hop thi thay trung binh mau 1a 8900 d6 la. Gia su
ring s6 tién chi tra tuan theo luat chuin véi o= 2600; hay kiém
dinh lai théng béo ctia hing bao hiém trén (a = 0,05).

Gidi. Ta chon H,: a = 8500, vé1 H,: a # 8500; ¢ ddy méu
duge cdm sinh bdi X ~ o#"(a. 0*) = c#"(a. 2600%). Mién bac bé
gia thuyét H, 1a (xem (2.2)) (—», —2,) hodac (z,, +*) véi z, tim ti
ban phan phéi: #z,) — 0,5 — 0,025 = 0,475, suy ra z, = 1,96.
Tinh théng ké thuc nghiém

R& rang [0,77]| = 0,77 < 1,96; ta khéng c6 co s3 dé bac bod thong

béo cua hang bao hiém.
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Thi du 2.2. Mot 6ng chu clia hang thung cho ring dung
tich trung binh cua thung la 55 lit (o = 6 lit). Do kich thuéc
ton mua vé d& c6 dinh nén khong c6 kha niang déng dugc
thiing ¢6 dung tich 16n hon nita. Hay kiém dinh lai ¥ kién cda
éng chu trén, biét ring khi kiém tra 36 thung ta thiy dung
tich trung binh chi ¢6 49 lit (a = 0,001).

Gidi. Do diéu kién ctia dau bai, sé hop 1y néu ta chon H;:
a = 55 vl H;: a < 55 (a ky hiéu la dung tich trung binh ly
thuyét). P8 y dén két qua cta chuong IV, théng ké (2.1) sé ¢
phan phoi xdp xi chuén, ngay ca trong trudng hop chua biét
phan phét cua bién goc X. Tt d6 mién t6i han cua cip H,, H,
trén sé la B, = (-0, 2;) V6l 2, tim tu #z,) = a— 0,5 = -0,499;
suy ra z, = —3,09. Mit khac thong ké thuc nghiém

K, =X "% fr - 49255 35 g,
o, 6

Ta thdy -6 < —-3,09, khéng c6 co sé dé chap nhan § kién cta
ong chu cia hang thung.

2. Bai todn 2 (phuong sai o® chua biét)

Ta thay thong ké (2.1) bang

K-X"% 2.5)
S

trong d6 s? 1a phuong sai mau hiéu chinh. Khi H, ding, ta da
biét K sé ¢6 phan phdi Stiu-don t(n ~ 1). Mat khéc do tinh dé1
xlng cuia phan phéi nay qua géc toa d9, nén cach lam rat
giong vdi bai toan 1 g trén.

a) Kiém dinh hai phia vé1 Hy: @ = a, va H;: a # a, Dat
z,=K, _,=t _ tacémién téi han tuong Gng

n-1,1—-—
2

a

B ={Km :|Km|>.zb}. | | (2.6)
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b) Kiém dinh mo6t phia
+ Néu H,: 6< §, timz,=K,=t,, ,va mién téi han sé la

B, ={K, K, <z 2.7)
+NéuH,;: 0> Gy timz, =K, ;= ¢, 1« vd mién t3i han sé la
B, ={K,, : K,, >z,}. (2.8)

Ban doc hay so sanh (2.5) — (2.8) véi (2.1) — (2.4) d€ thay rd su
giong va khac nhau gitta hai bai toan 1 va 2.

Thi du 2.3. Mot nha nhan ching hoc cho rang chiéu cao
trung binh ciia mét bd téc ngudi thiéu sd 12 160 cm. Ngudi ta
chon ngiu nhién ra 16 ngudi l6n clia bd téc ngudi d6 thi thay
chiéu cao trung binh 1a 164,25 cm véi dd léch chuan méu hiéu
chinh 14 6,25 cm. C6 thé cho rang bd téc ngudi d6 c6 chiéu cao
trung binh lén hon 160 cm hay khéng (gia st chiéu cao tuin
theo luat phan phdi chudn va a chon béng 0,05)?

Gigi. O day ta chon H,: @ = 160 véi H,: a > 160 cung véi gia
thiét chiéu cao X tuin theo luat chuan. Vi a= 0,05, n = 16 ta
cd 2y = ty5.005 = 1,753. Mét khac

K, = X-a, \[r—L _ 164’25“160\/Ezl,36.
s 0,25

Do 1,36 < 1,753, ta khéng c6 co s dé bac bd H,, c6 nghia la y
ki&n ctia nha nhéan chiing hoc 12 ¢4 thé tin dude.

Chu y rang khi n > 30 viée tim z, trong cac céng thiic (2.6)
— (2.8) s& dua vé tra bang Lap-la-xo do tinh x&p x1 chuén cua
phan phéi Stiu-don. Tham chi ngudi ta c6 thé bd qua ca gia
thiét chuédn ctia bi&n gdc X. Tuy nhién cac két qua trong ca hai
trudng hgp déu chi la gan ding (nhung doi hol mau 16n).

2.2. Kiém dinh vé ty &
Gidng nhu bai toan 3 6 phan khoang tin cay, ta di giai
quyét bai toan kiém dinh vé ty 1é sau:
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Bai todn 3. V6i muc ¥ nghia a, hiy kiém dinh gia thuyét
H,: p = pg, biét rang p 1a tham s phan phéi %(1, p).

O chuong IV ta da biét néu dung lugng miu n 16n va p
khong qua gan 0 ho#ic 1 (tdc 12 np > 5 hodc n(1l — p) = 5) thi
phin phdi chudn ¢6 thé duge dung x4p xi phan phéi nhi thic
%(n, p).Néu goi p= m/n = fla tan sudt mau — wéc lugng cua
x4c sudt p, thi p s& c6 phan phéi xap xi chudn véi ky vong
bing p va phuong sai p(1 — p)/n. Tt 46 bai toan kiém dinh vé
ty 18 khong c6 khac biét can ban so véi kiém dinh vé ky vong.

_ Ban doc hiy ty tim 18y cac quy té‘ic”kiéom dinh tuong ling
(dé y dén muc 4.3 cua chudng IV). Chang han néu chon déi
thuyét H,: p # p, thi tidu chuén kiém dinh sé 1a

K-—t=P oy (2.9)

) \/Po(l‘ Pa)

va ta sé bac bd Hy néu K, | >z, vdi ¢(z,)=0,5 - %.

Thi du 2.4. M6t toa bao thanh nién théng bao cé 25% hoc
sinh phé théng trung hoc 1a djc gid thudng xuyén. Mot mau
ngau nhién gom 200 hoc sinh duge chon cho thdy cé 45 em doc
bao dé thudng xuyén. Kiém dinh tinh chinh xac ctia théng bao
trén vé1 muc ¥y nghia 0,05.

Gial. R rang nén chon Hy: p = 0,25 véi H: p # 0,25. Véi
a = 0,05 gia tri tra bang z, = 1,96. Mit khac theo (2.9)

_ 45/200) - 0,25
K, -—l2P - ( ) J200 ~ - 0,806
Jpo(1- po) J0.25.(1 - 0,25)
Tu dé do ]—0,806] <1,96 ta khéng c6 ¢o sé dé bac bd théng bao
clua toa bao dé.

Thi du 2.5. M6t hiéu lam dau cho rang 90% khach hang
cua ho hai long vdi chit lugng phuc vu. Nghi ngo chu hiéu néi
qué lén, mét nha diéu tra xa hdi hoc phong van 150 khach
hang cta hiéu.lam d4u thi thdy 132 nguoi néi hai long. Véi
mc a = 0,05; ¢6 thé tra 101 thé nao cho nghi ngd trén?
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Gigi. O day ta nén chon Hy p = 0,9 véi H;: p < 0.9. Véi
a = 0,05, gia tri z, tim dudc bang cac tra bang #z,) = a-0,5 =
~0,45, suy ra gz, =—1,645. Mat khac

_ —  (132/150)- 0,9
K, -1 =P [ _(182/150) 09 =5 . 0,833,
Jpo(1 - po) J0,9.(1-0,9)

T d6 do —0,833 > —1,645; ta khong cd co so bac bo ¥ kién cua
hiéu lam dau.

2.3. Kiém dinh vé phuong sai

Véi gia thuyét chuédn chia bién goc X va xudt phat td mot
mau x,, X, ..., X,, ta phai kiém dinh gia thuyét sau:

Bai todn 4. Kiém dinh Hy: VX = o) (0,d4 biét) véi mic ¥
nghia «. Dé kiém dinh gia thuyét trén ta dung thong ké
2
K- (n-1)s |

2
Oy

(2.10)

Né&u gia thuyét H, ding thi tit chuong IV ta biét K ~ 3*(n-1)

(chi ¥ réng néu thay -(n-—l)s2 = Z(xl -a, )2, vil g, = EX da
i=1

cho, thi thong ké trong (2.10) sé tuin theo luat /*(n) va cach

lam sé g1dong nhu truong hgp trén véi n — 1 duge thay bang n).

Tu dé phu thudc vao H, ta c6 cdc mién té1 han khéac nhau:

‘a) H,:c° = o;
B, ={K, K, <xly mhoacK, >z, | (211)
b) H, :o* < o}; |
B, ={Ky :Kpn < 101 o (2.12a)
) H,:0%> of |

‘ B, = {Km : K, >x;‘:_]‘1_a} (2.12a)
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Ban doc hay so sanh (2.11) - (2.12) vdi cac céng thuc tuong
Ung cua muc 4.4, chudng IV.

Thi du 2.6. Chu hing san xuit mdt loai thiét bi do cho biét
d6 léch chuéin cia sai s6 do (gid si né tuan theo luat chuén) la
5 mm. Kiém tra mau gdm 19 thiét bi do thi thdy s? = 33 mm®.
Véi a = 0,05 c6 thé két luan gi vé y kién cta chi hang?

Giai. Ta chon Hy: ¢ = 25, cOn d61 thuyét hoiac H: ¢ = 25,
hodac H,: & > 25. Trong ca hai trudng hop
{(n-1)s* 18,33

tn 2
o

M4t khac néu cho H,: ¢® # 25 ta phai tra hai lan bang

K

~ 23,76.

2 N .
Xis 0025 = 8,2 1128;0,975 =31,5;
Con néu H,: ¢ > 25 thi yj, 49; =28,9. Nhu vay trong ca hai

trudng hdp ¥ kién cta cha hang déu ¢ thé chdp nhan duge (do
8,2 < 23,76 < 31,5 hoic 23,76 < 28,9).

Thi du 2.7. Thit 46 chiu lue cta 35 chét khoa thi thay b
léch chudn méu hiéu chinh 1a 3,5 pao (1 pao cd 450g). Cé thé
cho ridng bao dam cta ngudi san xuét 1la d6 léch chudn that
bang 3 pao dugc khéng?

Giai. Ta chon H,: o= 3 vdi d61 thuyét H,: o> 3. T4t nhién
c6 thé dua vé bai toan 4, nhung § day dung lugng miu n = 35
nén ta su dung su kién (xem §2, chuang IV) s ¢6 phan phéi x4p

2

xi chuén cylf(ao; g—(l]né'u H, ding. T d6 ta dua vé dung (2.4).
n

Véi a= 0,05, gia triz, = 1,645. Mat khac
K =379 fon,-3°73 70 ~1.39

tn =
Ty 3

Do 1,39 < 1,645 nén khong c¢6 ¢d sd dé bac bd bao dam cita nha
san xult.
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§3. CAC KIEM BINH DUNG NHIEU MAU

3.1. So sanh hai ky vong
Gia su ta ¢6 hail tAp nén vdi hai bi&€n goc tuong tng X ~
oAlay, 07) vaY ~oA(a, of). Néu mudn so sanh o, va @, ngusi
ta dua ra gia thuyét Hy: o, = a,. Thong tin mau gom hai tap
mau tudng dng x4, ..., X, VaYy ...y Y,
Bai todn 1. V6i miic @ hay kiém dinh H,: a, = a,.
Y tudng ly thuyét 1a dua vé kiém dinh a, —a,=0=EX - Y).
1) N&u biét o, va o, ta st dung tidu chuan
e Y)Q_ (a‘z_ %) (3.1)
S, 9

ny Ny
Dé kiém tra tif chuong IV, ta thiy théng ké (3.1) c6 phan phéi
o#(0, 1) va néu H, ding thi a; — a, = 0. Tu d6 gidng nhu bai
toan 1 cua §2 ta cé (trong d6 2, 14 phén vi chudn a).
a) NéuH, a, # a,, mién téi han mét phia 1a (xem (2.2))
Ba = {Ktn: IKtnl > zl a } (32)

)
b) Néu H,: a, < a,, mién té1 han mot phia 1a (xem (2.3))
B,={K,. K, <24} (3.3)
¢) Néu H,: a, > a,, mién té1 han hai phia la (xem (2.4))
Be={K;,. K, >z 4} | (3.4)
Dé ¥ trong (3.3) va (3.4) 2, = —z,_,.

2) N&u o} va o5 chua biét ta luu § hai trudng hgp:

+ Néu n, va n, ¢4 16n (>30) ta c6 thé tinh toan x&p xi bing
cach dung thong ké (3.1), nhung céac 0'12 va crif thay bing cac
uéc ludng khong chéch tuong ing clia chiing 14 s° va s;. Ban
doc tu viét cac mién t61 han tuong Ung (xem (3.2). (3.4)).
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+ Néu n, va n, kha bé, van dé sé phiic tap hon mdot chat.
Ta sé st dung tiéu chuén sau:
X-Y)-(a -a
K=, (.: . )- (@ . ) (3.5)
\/(nr - 1) 12*(”2‘1)92(1 R 1]

n, +n, -2 n, n

Néu thém gia thiét hai bién gdc c6 phuong sai gidng nhau thi
néu H, ding, thong ké K ~ t(n, + n, — 2). T4 d6 cach lam sé
giong nhu bai toan 2 caa §2.

a)H;:a, #a,thiB,={K, | K,|> ¢ 1 (3.6)

o
novn,-2.1- —
1ty o

b)H:a,<a, thi B, ={K,,: K,, < ¢t ., ,.5; (37

c)Hi:a,>a,thi B, ={K, : K,, >t (3.8)

Ban doc thit so sanh (3.6) — (3.8) vdi (2.6) — (2.8) va sau dé véi
(3.2) — (3.4).

Thi du 3.1. Nghién ctu trong lugng sg sinh cua hai nhém
tré ¢6 me khong hut thude va hat thude trén 2 méu tuong Ung,
ta co

n,=15; X, =3,5933; s, =0,3707; -

n, = 14; X, = 3,2029; s, = 0,4927;

Gid s trong lugng tré 8 cac nhém c¢é6 phan phdi chuin cung
phuong sai. Véi mic a = 0,05 ¢6 thé cho rang tré sd sinh &
nhém me hut thudc nhe cadn hon ciia nhém me khéng hit
thude khéng?

Gidi: Ta chon H, a, = a, véi 461 thuyét H,: a, > a,. Theo
(3.8) gid tribang 2, =t, , . 41, =tyrogs = 1,703, Mat khéc

iy -2 l-a }’

K = 3,6933 - 3,2029 ~ 2.49.

" [14.0,3707% - 13.0,4927° (i R
15+14 -2 15 14
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Theo (3.8) do 2,42 > 1,703, ¢6 cd sé dé cho rdng tré 6 nhém me
khong hat thude nang hon.

Thi du 3.2. Ngudi ta nghién citu nang suit lia my 6 hai vung
khac nhau. O viing thid nhat ¢6 9 thita ruéng duge chon véi nang
suat binh quan X, = 24,6 ta/ha va s* = 0,24 ; con ¢ vung thi hai
¢6 16 thita rudng véi nang suat binh quan X, = 25,8 ta/ha va
s; =0,16. V81 @ = 0,05 hoi ¢ sy sai khac dang ké giita cac ning
sudt trung binh & hai viing khéng (gia st ning suit 12 cac bién
ngau nhién tuan theo luat chudn cung phuong sai)?

Gidi. Dé so sanh nang suit trung binh, ta chon H,: a, = a, vdi
H,:a, #a,. Tra bang Stiu-don cho ta £.; ¢, = 2,069. Mt khac

24,6 — 25,8

K, = ~ —6,67.
8.0,24 +15.0,16

9+16 - 2[1 + —~1~J
g9 16
Do |-6,67 | > 2,069 khéng ¢6 ¢d s6 chadp nhan H,, hay ning
suit trung binh cé thé coi 14 khac nhau.
Chu y:
— Né&u n, va n, kha 14n, ta ¢6 thé bé gia thiét chuan cua
dau bai.
- Dé v 1a hai 481 thuyét a, > a, va a, < a, dé dang chuyén
d6i cho nhau bang cach thay d6i thi tu ctia hai mau.

— Trudng hdp mau cip (x;, y), i= 1,n, nén thié€t lap hiéu
z, = x, — y, va dua vé kiém dinh gia thuyét H,: EZ = 0 (ma trong
§2 da xét).

3.2. So sanh hai ty 1&

Cho hai tap nén c6 cac bién goc X ~.#(1, p,) va
Y -.2(L p,). Ta cob thé so sanh cac xac sudt p, va p, bang
kiém dinh gia thuyét.

Bai todn 2. V6i mic ¥ nghia a, hay kiém dinh Hy: p, = p..
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. .n" '.ﬂ? . -~ o
Tiéu chuén kiém dinh sé la

(f-1f)-(p - p,)

re-rla]

trong d6 £, 13 tan sudt méu tuong tGng véi hai mau x,, x,, ...,
nyfi + Nofy
n, +n,

. Néu H, &ding va n,, n,

Xo» VAYL Yoy oo Yo f=
kha 16n thi
K- / ‘f; 1 (3.9)
T
Ty

c6 phan phéi o#(0, 1). Tit d6 cich lam gidng nhu bai toan 3 §2.

a) Néu H,: p, # p,, tra bang ¢(z,)=0,5 - %dé’ tim z, va

Bar = {Ktn : |Ktn

>z, }. (3.10)
b) Néu H,: p, > p,, trabang ¢(z,)=0,5-a dé tim 2z, va
B, ={K, K, >z, (3.11)

Né&u H,: p, <p,, ta c6 thé d3i s§ thit tu hai miu dé dua vé mién
t61 han (3.11).

Thi du 3.3. Kiém tra chit lugng hai 16 san phim, ngudi ta
thay trong 16 thit nhat gdm 500 san pham c6 50 phé pham, con
trong 16 th hai gdm 400 san pham thi c¢6 60 phé phim. Véi
mitc ¥ nghia a = 0,05 ¢6 thé két luan gi so sanh chit lugng hai
16 san pham?

Gidi. Goi p,, p, 1a céc xac sudt gap phé pham cua céc 16
hang tudng tng. Ta cdn kiém dinh gid thuyét H, p, = p, v6i H,
p, % p, (@ =0,05). Ta st dung tiéu chuan (3.9):

20 60
f]_____,__, -

— 50 +60
= =0,L £ = =0,15; f = '
500 2 400 f

— =(0,12,
500 + 400
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khi dé
tn T T T
— -1 1 1 1
AL L Jo12.0,8s.
\/f(l f)[n *nJ [500 400)

1 2

~ —2,276.

Tra bang tim z, = 1,96 va do |-2,276] > 1,96 ta khéng c¢6 cd s6
dé ch&p nhan H,. Cht ¥ ring do méu lén nén d€ ¥ dén phan 2
ctia bai toan 1 ta cd thé tinh x&p xi

K, - fi-1f 0,1-0,15 . 2.56
A(-1)  £(-f) J0109 0,15.0,85
n, ny 500 400

va H, cang bi bac bd. Nhung @& két luan 16 thit nhat c6 chit
luong t6t hon thi chua du. Bay gis ta chon H: p, < p, va tu
nhan xét theo (3.11), ta tim z, t #z,) = 0,5 — @, suy ra z, =
1,654. Do 2,276 > 1,645 nén khéng c6 cd sd dé chdp nhan H;
ta chdp nhan H,, tic 1 ty 18 ph& pham caa 16 hang thit nhat
bé hon dang ké so véi 16 hang thit hai.

3.3. So sanh hai phuong sai

Cho hai tidp nén véi hai bién géc X ~ otla,, o) va
Y ~ o#ay, 0,). Tt hai mau tudng Gng x,, %5, ..., X, VA Yy, Yar -,

¥,, ta mudn so sanh hai phuong sai Iy thuyét o} va o3.

Bai todn 3. V6i mitc § nghia o hiy kiém dinh H,: o2 = o2
Ta chon théng ké

2 2

2 2
85 .04

néu s > s;. Phan phéi cta K i xét & chuong IV. Néu H, ding
tiéu chudn kiém dinh tré thanh

k-3 (3.12)

174



va K~ #(n, -1, n,— 1). Tu d6 phu thudc vao dé1 thuyét H, ta c6:
a) Néu H,: o # o5, ta c6 mién t6i han
={K, : K, <F , hoacK, >F ot (3.13)

-l - 1—5 a -1, ny -1, l-—E

b) Néu H, :of > o3, ta cb tudng lng
=Ky Ky > Fy o 1) (3.14)

Thi du 3.4. Nguoi ta do téc d6 xuat phat cua dan khi sing
phat hoa khi thd nghiém hai méu dan cla hai cong ty khac
nhau. S¢ liéu th nghiém cta mau tht nhat & », = 10,
X, =1210 va s’ =2500, con cla mau thi hai n, = 10,

X, =1175 va s? =3600. Véi mitc a = 0,05 c6 thé két luan gi vé
chit Iugng gidng nhau cia hai mau dan (gia su cac bién X, va
X; tuan theo luat chuan)?

Gidi. Muén dua v& md hinh so sanh ky vong, ta phai c6 gia
thiét 1a X, va X, ciing phuong sai. Gia thiét d6 c6 thé dugc
thita nhan dua vao bai toan 3: kiém dinh H,:of =02 véi H;:

of > o5 , xem (3.12) — (3.14). Tra bang Phi-sc ta c6 Fygge5 =
3,18 va

2
K, =% 3600 .

" g2 2550

Ti d6 do 1,41 < 3,18 nén gia thuyét vé su bang nhau cta hai
phuadng sai chdp nhan dugc.

Bay gid ta kiém dinh H, a, = a, véi H,. a, # a,. Ta s& tinh
theo (3.5)

K, - 1210 - 1175 142,
9.2550 + 9. 3600[ 1_)
10+10-2 (10 10

Trong khi d6 ¢4 gos = 2,101 va do 1,42 | < 2,101 gid thuyét
Hy. a, = a, duge chdp nhan. Chid y trong thuc hanh khi n, va
n, > 30 ngudi ta con x&p xi
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n
. > 2 ¢ 2 3 » L A .
ti d6 s7 - 52 ~ c/V(o'lz - oF, s i] va mién tdi han hai phia
™" Ty
cia quy téc kiém dinh H, s& 13 (xem (3.2))
2 2
B, =K, = 51 = %2 K>z 4t
| szs4 255 -3
ks M 2
) ny

3.4. So sanh nhiéu trung binh (phan tich phuong sai)

Ta xét mot truong hgp don gian 1a bai toan phén tich
phuong sai mét nhan td. Gia st ta c¢6 £ bién ngiu nhién géc
(ing voi k tap nén) X, ~ o#(a;, 0, j = Lk, v6i cac tham s8 chua

2 ~ - g ” ’ - - Y AT 1A
biét. Dé ¢6 thé so sdnh cac trung binh dua trén & bd so liéu
méu X

iy t=1n,, j =1k ta can giai bai toan sau:

Bai todn 4. V6i milc ¥ nghia a hiay kiém dinh Hy: a, = a, =
... =a, véi doi thuyét H,: “ton taij, va j, sao cho a, #a,”.

Luu y la viéc tach bai toan 4 thanh nhiéu bai toan 1 cho
sai s rat 16n va khéi lugng tinh toan rat d6 sd khi & 16n. Vi
vay ta sé dung mot ki thuat méi la phdan tich phuong sai, vé
mit 1y thuyét ¢6 hoi phitc tap, nhung vé mit thuc hanh kha
don gian. Dé'§ 1a cac mau theo gia thiét déu cé phan phéi
chuén cing phuong sai, va do nhiéu miu nén ta c¢6 nhiéu cach
uéc lugng phuong sai do.

Trudc hét ta tinh cac d3c trung mau trén ¢o sd cac s lidu
x;, chi s8 i 1a thit ty quan sat trong ndi bd miu clia nhém thi j
(gbm n; s6 liéu), chi s8 j 14 s6 thi tg nhém (gém & nhém). Goi n
1 tdng s8 cac quan sat, tir dé
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n=n, +n2+...+nk=ZnJ-.

Zx X ——ZZxU,

nj a1 5o
trong do 3(_;
binh chung.
Tit mdi nhém ta ¢6 thé xac dinh phuong sai miu hiéu

chinh cua nhém

14 trung binh méu ctia nhém j, con X 1a trung

n,

57 = . Z(%‘X_J)z?

nj— 1 i=1

va tinh téng binh phuong cac @6 léch riéng clia cac nhém so
vii X

S? = i(x X) | (3.15)

Téng binh phuong cac d6 léch duge tinh theo coéng thic

i

i 5 - X'
Jj=1l1i
Ban doc ¢6 thé chung minh duge (d€ ¥ (3.15))
k1 _ 9
=ZZ(xfj —~ ) Z(X X) nj + ZZ(x - j) : (3.16)
J=11i=1 J=1 i=l
trong d6 tong thi nhit bén phai dac trung cho sy khac nhau
gilta cac nhém, con tong thit hai — gidia cac s6 liéu trong ndi bd
cac nhém. Bactydocua S” lan -1, cia S? la k - 1, dan dén
—\2
bac ty do caa ZZ(xU - XJ-) s& 14 n — k (béc tu do cua phén

i J
phdi ). T d6 ta ¢6 hai uéc lugng phuong sai ¢
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SZ 1 SZ 1 &= =\2 .
2.~ g :mz(x. —X) nj; (3.17a)

(% - f)z, (3.17b)

Ngudi ta ching minh duge riang néu H, ding thi ty s& S7/S;
tuan theo luat Phi-so — Sne-dg-co vGi cacbactudok—1van — k.
T d6 mién t3i han caa quy tic kiém dinh sé la

S2
B, = {Km = _S-%“’-; K, > Fk—l.n—k.l—a}’ (3.18)
2
trong d6 S2/S; dugc xac dinh tit (3.17), Fy_, .k 1-e 1a phan vi
1— e cua phan phél ¥(n — 1, n — k).
Thi du 3.5. Ngudi ta do néng d6 haemoglobin 6 3 nhém bénh
nhan méc 3 dang bénh khac nhau A, B, C, két qua do bdi bang:

Nhom nj x,-j

72 77 80 81 83 84 84 85 86
87 91 91 91 98 101 10,3

81 9,2 100 10,4 10,6 109 11,1 11,9 12,0
12,1 |

10,7 11,3 11,5 11,6 11,7 11,8 12,0 12,1 12,3
12,6 12,6 13,3 13,3 13,8 13,9

A |16

B |10

C 15

Hiy so sanh céac ndng d6 trung binh cia cic nhém (a = 0,05).
Gidi. n = 16 + 10 + 15 = 41; k = 3; X, = 8,7425; X, =
10,6300; X, = 12,3000; s, = 0,8445, s, = 1,2841, s, = 0,9419.
>3 x; =72+ 77+...+13,9 = 430,%;
i

Y xE =728+ 7,7 + ... +13,9° = 4651,80;

i
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tit d6 tong binh phuong

>z - X) - %x‘% . [;,.-xj /1

ij
= 4651,80 — 430,2%/41 = 137,85.
Ta tinh S va S; :

2
st 1y (-5 - L S5
4 &d

= % ( 16.8,7125% + 10.10,6300% + 15. 12,3000° —430,22/41)

_ 9989 _ 4904
2
1 —\2 1 .
St 2l X = e 1)

=(,99.

! —-(15.0,8445% + 9.1,2841% +14.0,9419% ) = 2790
" 38 38

Cudi cung t (3.18) K, = %% =~ 50,5;

mit khac néu chon a = 0,05 thi F,, 45 595 = 3,24 < 50,5. Nhu vay
khéng c6 ¢d sd dé chap nhan H,, hay ndng dd haemoglobin ctia
cac nhém bénh khac nhau dang ké.

§4. KIEM DINH PHI THAM SO

4.1. Kiém dinh gia thiét vé luat phan phai

Trong nhiéu bai toan thong ké, ta hay cé gia thiét bién goc X
c6 phan phdi chuin, phin phéi Béc-nu-li... Trong thuc té néi
chung khéng thé biét duge X ¢6 phan phoi nao tir 6 dan dén bai
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toan kiém dinh tinh dung d4n cua nhiing gia thiét vé phan phai.
Cach gidi quyét cac bai toan dang nay lam giéng nhu kiém dinh
tham s6. DAu tién ta xac dinh gia thuyét, thi du nhu X tuan theo
luat chuén, luat déu, luat Poa-xéng..., va d6i thuyét la X khong
c¢6 phan phoi tuong tng d6. Sau d6 dua vao mot tiéu chudn kiém
dinh va tinh né trén tap miu da c6 d€ quyét dinh. Loai tidu
chuén ¢ day dugc goi 1a tiéu chudn phi hop.

C6 nhiéu loai tiéu chuén phu hgp khac nhau. Trong muc nay
ta chi xét mot tiéu chuan khé théng dung mang tén Piéc-xon va
dung t61 phan phéi . N6 duge xay dung dua trén su so sanh
tan sudt thuc nghiém va xac suat 1y thuyét cua phan phoi xac
suat gia dinh.

Gia su ta c6 mot tap mau da duge phan 16p

x1 'xo“““xl 'xl‘—‘xg | “se Ix,:_]'—xt‘ ' P 'xk_l—xk

n1| n, l n, 1[ n; l! ny

vl kich thuée mdun =n, + n,+ ... + n, va x, < x, < ... < x,.
Théng thudng d6 dai cac khoang chia bdng nhau (c6 thé khac
nhau) va gia tri n; khéng qua bé (= 5, ¢6 thé chap nhan ngoai 1é
cho khoang ddu va cudi). Gia thuyét dua ra kiém dinh c¢6 dang
H,: “X — ¢6 ham phan phoi xac sudt F(x)” v6i d61 thuyét H, d6i
lap véi H,. Luu ¥ rang néu F(x) phu thudc vao cac tham s6 chua
biét, ta phai thay thé chiing bang cac udc lugng hop 1y nhat.

Néu H, ddang, ty s6 n,/n sé gin vdi xac suit p; dé bién X
nhan gia tri trong khoang thit i (chd y p; hoan toan tinh dugc
dya vao F(x) da biét). Tit @6 Piéc-xon dua ra tidu chuén

k(ni_npi)2 41
K=Z{ — (4.1)

R6 rang K cang bé thi phan phoi xac suat ciia X cang gan F(x).
Ngudi ta da chitng minh dudc rang n — o thi phan phdi xac
suit cia K khong phu thudc vao phan phéi cta bién goc X sé
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x4p xi t61 phan phoi y*(k — r — 1), véi r 1a tham s6é chua biét can
phai udc lugng.
T d6 véi mic § nghia o, ta ¢6 thé xac dinh mién téi han
cho tiéu chuin K trong (4.1)
Ba = {Ktn :Ktn > Z.g—r—l:l—a} (42)

Chi y khi #inh p; = P(x,_, < X < x;) = F(x;) — F(x,_,) cho cac
bién X lién tuc thi x, chon bing —o v x, = +o. Néu bién X 1a
ro1 rac viée tinh p; dya vao ham xac suit tuong Gng véi H,,

Thi du 4.1. Quan sat mot thiét bi ¢6 10 trang thai tat ca 75
lan ta thu dugc két qua

Trangthdi | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sslann, |5 8 3 11 4 5 4 14.13 8

Véi a = 0,05 ¢6 thé cho réng vai trd cac trang thai nhu nhau
hay khéng? |

Gidi. Néu vai tro cac trang thai 1a nhu nhau thi s6 lan
xudt hién cia ching phai bing nhau. T d6 néu got X 1a bién
ngau nhién chi s§ thi tu cta trang thai thi X phai tuan theo
luat phan phéi déu roi rac véi p, = 0,1, i =1,10. Bai toan dua
vé kiém dinh H,, ‘X c6 phan phéi déu”, véi a = 0,05. Tinh véi
k=10, n =175,

10

K =Z(n£ ) ~19,0

th
i=1 np;‘

Tra bang 2 tim 22y, =16,92<19,0, tit d6 K,, € By va gid
thuyét H, khong c¢6 ¢o s6 dude chdp nhéan.

Thi du 4.2. Quan sat s6 lugng ky sinh trung trong héng
cAu cta bénh nhin mic mot loai bénh vé mau, ta c6 két qua

S lugng ky sinh trang | 0 1 2 3 4 35
S ngudi bénh ]40000 8621 1259 99 21 O
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4.2. Kiém dinh gia thuyét doc lap

Tiéu chuan #° con cé thé dung &é kiém dinh tinh d6c lap
cia hai dic tinh nao d6 cua cac d6i tugng ta quan :am. Dé
kiem dinh gia thuyét trén ta 14p bang nhu sau: Gia st X va Y
12 hai dic tinh dang dude quan tdm, lan lugt chiing & r va s
thude tinh, tit mét mau dung ludgng n ta cé

Y; z
Y1 Yo e Y; Ys
X; .
X1 N, N2 ny; Ny T
X oy N2 Ry; Ny e
Xi ni R i N 2
Xy iy Ny nrj s 1,
2 M omy e om e m, )
i

n; 1a s 1an quan sat d81 tugng ciing ¢ thude tinh icha dic
tinh X va thudc tinh j cua dic tinh Y. Néu ky hiéu p( j), p.(),
p,(7) 14 cac x4c suit c6 dong thoi cac thudc tinh i va j, :6 thude
tinh £, ¢d thudc tinh j (cua cac dic tinh tuong ing), thi:inh dsc
lap tuong duong véi (xem chuong I11)

p(t, ) = p.(0)p,()).
s r r §
Dat n; = an; m; = Znij; n= ZZnij, ta ¢6 thé ude lvgng cac
j=1 i=1 i=1 j=1
xéc suit trén bing

A . n, . : m;
px(”):"é“’py(-’):*;_'
- s . . n Ry o onpmy . = —
R0 rang néu X va Y doc lap thi x—o= i =1r; j=1s T
n n

d6 néu H,: “X va Y doc lap” ding, tiéu chuin
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N2
. r s [ng - np(z,J)]  4.3)
i=1 j=1 np(i, j) |

sé 14 d6 do sy gan nhau giita xac suéit “ly thuyét” va thuc
nghiém. D& y K tuan theo luat #* véi s6 bac tu do (r — 1)(s — 1)
khi n kha 16n. Vi vay véi a cho trudc mién téi han cuia tiéu
chuén K sé 1a

. r s nf
Ba = {Ktn = n{z d 1] . Ktn > x(zr—l)(s—l);l-g} (44)
=1

in1 jo1 L

Thi du 4.4. Khao sat mau mét va téc ciia 6800 ngudi Phap
cho ta két qua

Mt Toc Vang Nau Pen Hung >
Xanh 1768 807 189 47 2811
Ghi | 946 1387 746 53 3132
Niu | 115 438 288 16 857
> 2829 2632 1223 116 6800

Héi mau mét va mau téc cé doc 1ap véi nhau hay khong
(a=10,05)?

Gidi: Theo (4.4) mién bac bé Hy: “Mau mat va mau toc doc
lap” 1a |

, 2
Ba = {Ktn . K:n > 1(3-1](4—1];0,95}
={K,, :K,, >12,59}.

Cé thé dung (4.3) hoac (4.4) dé tinh tiéu chuin K,, = 1075. Ré
rang hai dic tinh trén khéng thé d6c lap véi nhau.

Thi du 4.5. Ngudi ta tién hanh tham doé vé 3 dng clt vién

vao chic thi trudng (12 chc éng A,, A,, A,) 0 ba quan (quan B,
B,, B;). K&t qua tham dd nhu sau (trén t(’;‘;ng s6 310 ngudi):




4.2. Kiém dinh gia thuyét doc lap

Tiéu chuln * con c6 thé dung dé kiém dinh tinh doc lap
cla hai djc tinh nao d6 cha cac doi tugng ta quan tdm. DE
kiém dinh gia thuyét trén ta l4p bang nhu sau: Gia st X va Y
1a hai dic tinh dang duge quan tam, lan lugt chung c6 r va s
thudc tinh, tit mét mau dung lugng n ta cé

Y 2
xi. yl y2 y_; ys ;
Xy g ng; ny Ny n,
X9 ngy oo ngy; Mg, n,
X; n; N n n; n;
Xyr Ny Ry nrj s n,
Z_ m, my - m; e my n
{

n; 1a s6 lan quan sat d6i tugng cung c¢é thudc tinh i cua dac
tinh X va thudc tinh j cia dac tinh Y. Néu ky hiéu p(, ), p.@0),
p,() 12 cac xac suit c6 dong thoi cac thude tinh i va j, ¢6 thudc
tinh i, ¢6 thuéc tinh j (cua cac dac tinh tudng (ing), thi tinh ddc
lap tuong duong véi (xem chuong 11I)

P, J) = p:)p,()).
Dat n, = Z"’U’; m; = Znﬁj; n= ZZnU, ta c6 thé udc lugng cac
=1 i=1

le J:’-].
xac suat trén bang

A . nz‘ -~ . mJ
L :-—»-——-; = —,
px( ) n py(J) n
- n" n"m' — . —rm—— .
R6 rang néu X va Y doc lap thi -~ —+2,i=1,rj=1s Ti
n n

dé néu Hy: “X va Y doc lap” ding, tidu chuén
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K= J : | | - (4.3)

sé la d6 do su gin nhau gilta xac suat “Iy thuyét” va thuc
nghiém. P& y K tuin theo luat 3 véi s6 bac tu do (r — 1)(s - 1)
khi n kha 1é6n. Vi vay v81 a cho trudc mién t6i han cuaa tidu
chuén K sé 1a

2

. r 8. ns
B, = { K, = ’{ZZ i _ 1] K, > ,1«(2,_1)(3_1);1_“} (4.4)

i=1 j=1 75M;

Thi du 4.4. Khao sat mau mét va téc cia 6800 ngudi Phap
cho ta két qua

Mt Tec Vang Nau Den Hung 2
Xanh 1768 807 189 47 2811
Ghi - | 946 1387 746 53 3132
Nau | 115 438 288 16 857
2 2829 2632 1223 116 6800

Ho6i mau mit vA mau téc cé6 déc lap véi nhau hay khéng
(a=0,05)?

Giai: Theo (4.4) mién bac bdé H,: “Mau méit va mau téc doc
1a |

X

lap

Ba = {Ktn :Ktn > Z(23—1](4—1);0,95}
={K,, :K,, >12,59} .
Cé thé dung (4.3) hoic (4.4) dé tinh tidu chuin K,, = 1075. R
rang hai d4c tinh trén khéng thé déc 14p véi nhau.
Thi du 4.5. Ngudi ta tién hanh tham do vé 3 Ung cit vién

vao chic thi trudng (la cc 6ng A,, A,, Ay) & ba quén (quén B,
B,, By). Két qua tham dod nhu sau (trén téng s6 310 ngudi):




B, B, B; >

A, 50 40 35 | 125
A, 30 45 25 | 100
A, 20 45 20 | 85
) 100 130 80 | 310

Hoi c6 su khac biét dang ké giita cac quan vé su tin nhiém cia
cu tri hay khéng (a = 0,05)?

Gidi. Rd rang nén chon gia thuyét goc 12 ty 1é tin nhiém
cua cac cu tri d8i véi cac Ung cit vién 14 nhu nhau 6 ca 3 quan.
Nhu vay d61 thuyé: sé 1a ty 1&'d6 khong gidng nhau. Tuy nhién
bai toan so sanh 3 ty lé khong don gian, vi vay ta chon gia
thuyét goc H, tuong dudng nhu sau: “Mic tin nhiém cla cu tri
doc 1ap véi viéc ho 6 quan nao” va ta dua vé bai toan da xét o
muc nay (d61 thuyét trong trudng hgp nay 1a c6 ton tai quan
hé gita mic tin nhiém cua cu tri véi noi 6 cua ho).

Trong cdng thitc (4.3), n; chinh 1a tan s ngudi duge tham
do ¢ quan B; bau cho @ng ci vién A; diy 1a tan sé thuc
nghiém. Con np(i, j) duge hiéu 1a tin sé “ly thuyét’ tinh trén
tong 6 ngudi dude thiam do néu gia thuyét H, ding; né sé
bing n;m;/n. T d6 ta c6 bang tdn s6 mong mudn dé H, diing

, wan g B, B
Ung ctt vién
A, 40,32 52,42 32,26
A, 32,26 41,94 25,81
A, 2742 3565 21,94

Chu ¥ 14 cac tdng hang va cdt ctia bang s6 mdi van gidng nhu
bang sb cii. Bay gio ta'da 6 thé tinh tiéu chudn
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2
,-2)
Sy
K, = ~10,539.
"5 o1 nm;
n

P 2 AR 9 , . P VIR B nimj ~
Ban doc ¢6 thé thiét 1ap bang tinh tuong Gng, dé y la da

dugc tinh trong bang vita lap 6 trén. Bay gio ta chi con viéc tra
bang z* dé tim ngudng cla mién téi han x5 | 4 1005 = 9,488.

Do K,, = 10,539 > 9,488 ta khong c6 cd sd dé chdp nhan gia
thuyét H, va c6 thé két luan ring mic do tin nhiém cda ct tri
3 3 quén la khéc nhau.

BAI TAP |

1. Mot loai bong dén c6 tudi tho tuan theo luat phan phéi
chuin of{a, o) véi o = 150. Cho gia thuyét goc Hy: a =
3600 v6i d61 thuyét H;: a = 3500 va a = 0,01. Néu mudn
x4c suiit pham sai 14m loai hai bing 0,05 thi can doi hoi
kich thudc mau béng bao nhiéu?

2. Mot thiy gido nghirang chi ¢6 33% hoc sinh ¢6 lam bai tap
d nha. Nhung mét ciu hoc sinh lai cho rang thiy giao cé
phin bi quan. C4u chon mdt nhém ngau nhién gom 49 hoc
sinh va thay ¢6 17 lam bai tap ¢ nha. Véi mic « = 0,05 ban
xac dinh xem thay gido hay hoc sinh ¢6 ly han.

3. Mot 16 ga duge thong bao la ¢6 trong lugng trung binh la
1,6 kg. Nghi ngo trong lugng trung binh khéng dat mtc
dy, mét ngudi 14y ngau nhién ra 24 con ga thi thay gia tri
trung binh mau la 1,5 kg vdi s = 0,1 kg. V6i a = 0,01, hay
kiém dinh lai nghi ngg trén.

4. Thong thudng mdt may déng géi duge coi la dat yéu cau
néu 90% san phim dat mét trong ludng quy dinh nao dé.
Chon hd hoa ra 100 san phim thi thiy c6 87 dat trong
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lugng quy dinh. Hay xac dinh xem, v61 a = 0,05, may hoat
ddng dat yéu cau hay khéng?

5. Mot hang diéu tra du luan cho biét c6 68% cu tri sé bd
phiéu cho ing ctt vién A. Chon ngiu nhién ra 36 ct tri thi
thdy c6 26 ngudi bd phiéu cho ing cu vién A. Véi a = 0,05
ban c6 két luan gi vé két qua diéu tra cua hang trén.

6. Mot day chuyén san xuit béng dén cé tudi tho 750 gid.
Nghi ngd do day chuyén hoat ddng da ladu nén san xuat
kém chit lugng, ngusi ta chon ngiu nhién ra 10 béng thi
thay tudi tho trung binh dat 740 gid véi s = 40 gio. Véi mdc
a = 0,1 c6 thé két luan ring chit lugng ctia day chuyén
trén c¢6 kém hon hay khong?

7. M&dt hiang truyén hinh cho biét 70% khéan gia xem chuong
trinh phim truyén ctia hing vao t6i thii bay hang tuan.
Mot hang khac nghi ngo tinh chén thuc cua tuyén bo 4y da
lam mot cudc diéu tra trén miu gom 200 khan gia thi chi
c6 130 ngudi ndi ¢6 xem chuong trinh phim truyén trén.
Véi nguing a = 0,05 c6 thé cho ring tuyén bs cia hing
truyén hinh d4u 12 néi hoi qua 1én khong?

8. Mot may tién san xudt ra mot loai chi ti€t c6 dudng kinh
trung binh 1a 1,5 cm (gia su dudng kinh d6 tuan theo luat
chuén), biét ring d3 léch chufin ctia toan bd s6 chi tiét san
xuét ra 14 0,01 cm. Nguoi ta chon nghu nhién ra 25 chi tiét
thi thdy duong kinh trung binh 14 1,501lcm. Véi ngudng
a = 0,05 cé thé cho rdng may tién trén vin dat yéu ciu hay
khoéng?

9. Dé xac dinh d6 béo ciia mot loai pho mat, ngudi ta chon
ngau nhién ra 10 miéng, cit dbi va hai nda dugc gui cho
hai phong thi nghiém A va B. K&t qua xét nghiém nhu sau :

Thi ty

miéng |

A 40 39 40,2 38,2 39,7 37,7 41,4 36,5 40,7 38,9
B 41,9 39 40,7 39,3 39,2 38,2 41,3 38,5 39,8 38,7 |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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10.

11.

12.

13.

14.

Gia su cac s6 do tuan theo luat chuan. Véi a = 0,01 c6 thé
cho rang cac két qua xét nghiém cta hai phong thi nghiém
khac nhau cd ban hay khong?
Theo phuong phap nudi thi nhat ¢é 12 con ga con bi chét
trong s6 200 con. Nudi déi chitng 100 con theo cach nuéi
thi hai thi ¢6 5 con bi chét. Véi a = 0,05 ¢6 thé két luan
phuong phap nuéi thi hai tot hon khong?
Chon ngau nhién 47 vong bi cung loai thi thay d6 léch
chuan trung binh cta dudng kinh s = 0,003. Theo quang
cdo thi d6 léch chuén that khéng vugt qua 0,0025. Vay ta
c6 thé két luan gi (a = 0,05)?
Nha san xudt dinh tan cho biét duong kinh dinh cua éng
ta c6 d léch chuan 0,01 cm. Chon mét méiu ngiu nhién
gom 10 dinh tan thi thay s = 0,018 cm. Ban sé néi gi vé y
kién cua nha san xuit?
Mot hang san xudt cho rang chi phi trung binh cho mét
chuyén coéng tac dén nudc A cua nhan vién hang d6 la
1700$. Nghién citu ngiu nhién chi phi cia 10 lan coéng tac
nhu vay cho két qua ($)

1750 1693 1710 1730 1650

1720 1688 1703 1680 1760
Véi a = 0,05, kiém dinh xem chi phi trung binh ctia mét
1an ¢dng tac cé qua cao hay khoéng?
Khao sat hai siéu thi ¢ thanh phé X, nguoi ta thidy dé léch
chuén cua s6 tién mua hang ¢ siéu thi tuong dng 1a 30000
dong va 20000 dong. Nghién ctiu 2 mau khach hang ¢ hai
siéu thi trén voi n, = 44 va n, = 15 ta thdy sd tién trung
binh chi dé mua hang la 150000 va 135000 dong. Véi a =
0,05 hoi ¢6 su khac biét ¢co ban vé chi phi mua hang trung
binh cua khach hang hai siéu thi trén hay khong?
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15.

16.

17.

19.

Tan

Hai may cit day thép c¢6 cac d6 léch chudn tuong tng o, =
0,26 cm va o, = 0,31 cm. Dé kiém tra xem hai may c¢6 cit
day cung d6 dai hay khéng, ngudi ta chon ngau nhién 50
day thép do mdi may cit ra thi thay c6 cac do dai trung
binh miu tuong tng X, = 142,6 cm, X, = 142,30 cm.
Hay kiém dinh véi a = 0,05.

Ngudi ta chia cic van dong vién thanh hai nhém: nhom
tht nhat gom 130 ngudi duge udéng vitamin X, nhém thu
hai gom 128 nguoi dude udng thude gia (placebo). Sau mot
mtia thi ddu s ngudi nhidm cim J méi nhém tuong tng la
30 va 39. V6i a = 0,05 ta ¢6 thé cho rang vitamin X lam
ting dang ké kha ning chéng cim cta cac van dong vién
khong? Cé thé cung két luan nhu trén véi a = 0,01 khéng?
Giai thich tai sao.

Dé xac dinh xem ngudi viing nii cao ¢6 tudi tho trung binh
cao hon ngudi § ving bién hay khéong, ngudi ta chon ngau
nhién ra hai mau. O miu thi nhat gdm ngudi ving ndi
khi xét 50 gidy khail tu th4y tudl tho trung binh 14 70 nam
v6i d6 1éch chuén s, = 11,2 nam; con 6 miu thit hai (ngusi
viung bién) 100 gidy khai ti cho thdy tudi tho trung binh 1a
65 nam véi dd léch chuén s, = 12 ndm. Véi miic a = 0,05 ¢6
thé cho rdng ngudi vung nui tho hon ngudi ving bién
khong?

Ngudi ta khao sat 15 sinh vién dé nghién cttu hiéu qua cla
viéc giang day theo phuong phap mdéi. Trude khi hoc, sinh
vién sé lam mot bai kiém tra (diém tdi da bang 100), sau
khi hoc sé lam bai kiém tra thd hai. Két qua diém cua
tung hoc sinh nhu sau:

S6thiatu | 1|2 (3| 4|5|6]| 7|8
Truéchoc | 54| 7991|7568 |43 |33 |85
Sauhoc [66(85|83|88}93]40|568]|91




20.

21.

22.

Sothity | 9 |10}11]12113] 14|15
Trudchoe | 22|56 |73 |63]29| 75|87
Sauhoc |34 |62]59|8054|83]81

V61 muc a = 0,05 ban ¢6 nhan xét gi vé su khac nhau giita
hai ddy diém trén? C6 thé coi ring viéc hoc theo phudng
phap méi ¢6 hiéu qua hon hay khéng?
C6 hai may tu ddng san xudt ciing mdt loai san pham. Tu
cac 16 san phdm cla médi may ta chon ra 10 san pham va
ké&t qua do d6 dai cua cdc mau d6 nhu sau:

39,37 49,88 49,91 49,33 49,77

49,81 50,01 50,14 49,75 50,15

Mau 1;

49,68 49,75 50,12 48,99 49,67
49,99 50,20 50,11 50,02 49,72

Mau 2:

Hoéi ¢6 su khae nhau dang ké gita cac d¢ dai trung binh
cua hal may trén hay khéng (chon a = 0,05)?
Dung mét dung cu do 200 lan ta tinh dude phuong sai mau
hiéu chinh s’ =3,54. Do 16 lin bing dung cu do thit hai
cho ta s2 =2,04. C6 thé cho rang dung cu do thi hai chinh
xac hon khong (a = 0,05)?
Khao sat s6 thich vé 6 méac ca phé cia 300 khach hang
thi thay

Mic | A B C D E F

Khachang | 41 56 60 60 59 46

Véi mic a = 0,01, c6 thé cho rang khéng cé su sai khac
dang ké vé sé thich cic loai ca phé khac nhau hay khong?
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23.

24.

25.

Mbt cong ty ldp may mua linh kién cGa hai nha may. Méi
linh kién ¢6 thé c6 4 loai 16i khac nhau. Sau khi thu
nghiém mot sd linh kién nguoi ta thu duge két qua (hai
mau cung kich thudc)

L61 loai
. ' 1 2 3 4
Nha may
A 60 50 40 30
B 30 32 25 25

V61 mic a = 0,01 ¢6 thé chiap nhan gia thuyét vé su gidng
nhau giita cac ty 1é 161 ctia cac linh kién cua hai nha may?
Mot hiing bao hiém nghién citu tan s6 tai nan tai gia trong
cac gia dinh c6 ti hail con trd 1én. Mot mau gom 200 gla
dinh dugc chon va két qua thong ké cho thiy:

S6 tal nan | 0 1 2 3 4 5 7

Sogiadinh | 25 54 59 36 18 6 2
Theo ban s6 tal nan trén phu hgp véi phan phdi xac suét
n&o? Kiém dinh diéu nhan xét cta ban véi mic a = 0,05.
Ngudi ta tién hanh bin thi 100 loat vao bia, médi loat 10
vién vao 1 bia. Bang s6 liéu quan sat nhu sau:

Sedantring [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

26.

S6 bia )o 1 3 5 20922 25 16 6 2 0

Hoi s§ dan ban tring 1 bia c¢6 tudn theo luat nhi thic
khéng (@ = 0,05; tham s6 p dudc udc lugng bang tan suit)?
Nghién citu 1000 d61 tugng ta c6 bd sd lidu

5-15 15-25 25-35 35-45 45-55 55-65 65-75

X;
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27.

28.

Cé thé cho rang bd s6 litu duge cam sinh bdi mot bién
ngiu nhién chudn hay khéng (a = 0,05)?

~ L Y ~ A 7 ”~ - nr ~ ~ Als
Cho b0 so liéu vé chiéu cao cua mét gidng cay 2 tuan tudl

Décao |5 7T 9 13 15 19 21
S cay 10 26 27 33 25 22 20 13

Véi a = 0,01 hay kiém dinh gid thuyét vé phan phéi chuan

cua dd cao trén.

Giam déc thuong mai cia mét hang d6 choi mudn nghién
cu ¥ kién khac hang vé mét loai dd choi méi ¢ 4 ving. Két

qud diéu tra nhu sau:

. Khong biét gi Gia d6 chai Gia o
Ving vé d% chdigrl vira phai cao Tong
1 64 28 106 198
2 84 42 76 202
3 56 14 130 200
4 60 20 120 | 200
Téng 264 104 432 | 800

V6i mitc a = 0,01 cé thé cho rang cac cau tra 15i 12 giéng

nhau gida 4 vung trén?
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Chuong VI
PHAN TiCH HOI QUY

§1. PHAN TiCH TUONG QUAN

1.1. Hiép phuong sai va hé s tuong quan

Trong nhiéu bai toan thuc té ngudi ta quan tdm dén quan
hé cua hai (hodc nhiéu) bién ngau nhién. Tuy nhién do thiéu
thong tin, ta khong thé nghién ctiu ddy du moi dic trung cua
md1 quan hé d6. Thong thuong ta chi c6 mét bd sd liéu cap (x,,
¥, s, ¥9), vy (xn, ¥,) duge xem nhu 12 cdp quan sat cua hai
bién ngiu nhién X, Y.

Néi dung chinh cua chuong nay 1a xac dinh sy phu thuéc
gitia cac bién ngau nhién. Rd rang néu hai bién ngiu nhién
déc lap, ta c6 thé nghién cdu chiing riéng ré. Trong trudng hop
ching khéng ddc lap, can xac dinh miic d6 phu thudc va quan
hé ham gida cac bién.

Ta da biét 6 chuong III mét s6 dac trung quan trong cua
cap bién (X, Y) 1a hiép phuong sai 5y = cov(X, Y). Néu puyy =0
ta ¢ thé cho ring hai bién X va Y ¢6 méi quan hé nao d6, hay
12 chung phu thudc ngau nhién (con goi la tudng quan). Do
nhiing han ché cua khai niém hiép phuong sai, ta da dua vao
dinh nghia hé s6 tuong quan, ky hiéu 12 pyy hay p néu khong
s¢ nham lan,

Py = XL (1.1)
OxOy

~ trong dé py, py 1a cac dd léch chuan tuong ing cia X va Y. S¢
déc trung pyy ¢6 cac tinh chat (xem chuong I1I):
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W pxvl <1 |

(i) | pxy | = 1 khivachi khiY=aX + b, trong 6 a va b 12
cac hang sb tat dinh;

(iii) Néu X, Y doc lap thi pxy = 0 (ngude lai néi chung khéng
diang). |

Nhu vay ta c6 thé dung p dé do mitc d6 phu thude tuyén
tinh gita hai bién ngiu nhién. Khi | p| = 1 chiing ¢é quan hé
tuyén tinh;, néu p= 0 hai bién d6 khéng tuong quan; khi p kha
gan 0 ta noi rdng ching twong quan yéu, con néu | p | kha gin
1 ching twong quan chdt (hiéu theo nghia gin véi tuyén tinh).
Néu c6 thém gia thiét chuin ctia X va Y thi pwy = 0 tuong
duong véi khang dinh X va Y ddc lap.

1.2. Hé s tuong quan mau

Trong thuc hanh, ta khéng thé tinh p chinh xac dudge.
Ngudi ta thuong xép xi p béng hé sé'tuong quan méu, ky hiéu
la r, nhu sau:

(% - X)(5 - ¥)

i=1 _
,/Z(x,; XY (5 -Y)
i=1 i=1
inyi -n X ?
i=1
[fo —nfzj(ny —nfzJ
i=1 i=1
T4t nhién ta c6 thé tinh hiép phuong sai miu hiéu chinh:

1 < — — 1 n o
n_lé(xi —X)(y; = X) = m[;xlyt—nXY]

=

r=

(1.2)

Sryz
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va (1.2) sé trd thanh gon hon (s? va sf, 14 phuong sai mau hidu
chinh tudng ing cua X va Y)

xy

8,8,

r=

Gibng nhu p, hé s6 méu r 1a d do mic quan hé ciing nhu
chiéu hudng ctia quan hé giita cic gi tri x; va y,. Néu ta biéu dién
cac cip s6 (x;, v) 1a cac diém trén mat phang toa d6. Dé-cac, ta sé
c6 mdt dam may diém. Khi d6 néu | » | = 1 dam may diém sé
tap trung trén mot dudng sé tap trung trén mdt dudng thing.
Néu r > 0, da s6 cac gia tri 16n cla y, @ng vdi cac gia tri 16n caa
x; v ngudc lai; ta ndi té1 twong quan duong hay ty 1é thuén.
Tuong quan ém sé c¢6 khi r < 0 va ta ¢6 quan hé vé1 khuynh
huéng ty 1& nghich (xem hinh 1.1). Trong thuc té& do sai s&
quan sat, do dac hodc tinh toan ma

e

d) Tuong quan &m e) Tuong quan tuyén tinh am

Hinh 1.1. Cdc dang tuong quan

r rat khé bang + 1 (ho#c 0). Vi vy néu trong thuc hanh néu | r |
> 0,8, ta da c6 thé coi 1a ¢6 m8i quan hé dang tuyén tinh (x4p
x1 tuyén tinh) giita hai bién dang xét.
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Trong mdt so tai liéu, ngudi ta con xét hé sé xdc dinh mau
B, (viét tit 1a B dugce dinh nghia 1a = r? véi r da xét trong
(1.2). Ro rang A c6 mién xac dinh 0 < # < 1 va la truong hgp
riéng cua khii niém tuong ing dung cho cac hé dong hoc,
nhiéu chiéu va phi tuyén.

Thi du 1.1. Tinh cac dic trung mau cua bd sb liéu (x;, y.),

i = 1,15, thé hién & c6t 1 va c6t 2 cua bang s6 dudi day.

X; Y ¥ x? y!? xy!
7,9 70,3 28,1 62,41 789,61 221,99
0,9 85,0 42,8 0,81 1831,84 38,52
3,7 100,0 57,8 13,69 3340,84 213,86
8,1 78,1 35,9 65,61 1288,81 290,79
6,9 77,9 35,7 47,61 1274,49 246,33
0,8 98 4 56,2 0,64 3158,44 44,96
6,0 59,2 17,0 36,00 289,00 102,00
7,2 86,8 44,6 51,84 1989,16 321,12
8,8 70,1 27,9 77,44 778,41 245,52
10,2 42,2 0,0 | 104,04 0,00 0,00
11,2 81,9 39,7 | 125,44 1576,09 444,64
0,5 97,1 54,9 0,25 3014,01 27,45
4,6 68,2 26,0 21,16 676,00 119,60
9,7 92.1 49,9 94,09 2490,01 484,03
1,0 91.2 49,0 1,00 2401,00 49,00
875 | 11985 | 565,5 | 702,03 | 24897,71 | 2489,81

Gidi. Dé tinh cac dic trung mau cha bf s8 liéu cip (x;, y),
ta phai tinh cac tong sau:

in, Zyi, fo, ny, szy;‘-
i i ; i i
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Dé tranh phai tinh toan véi cac s6 qua 1dn, cac gia tri cla y
duge trir di 42,2 va ta thu duge y'. Pé vy la:

yf =y - 42,2; }7' = ? — 42,2; 33, = si; rxy'

xy? ﬁxy' Pyt

Cac két qua tinh trung gian duge dua ra trong bang sé (cét 3 —
6). T d6:

=800 5837 2000 g7,
15 15

Y =37,7+42,2=179,9;

s = i(702,03 - 15.5,832) =13,7;s,= 3,T;
14

=

o

¥ Y

2282 = ﬁ (24897,71 — 15.37,7°) = 255,86; s, = 16,0,

_ 2849,81 -15.5,83.37,7

I =-0,5417;
Ty = Ty 14.3,7.186,0
f., = 0,2934,

V& mit tinh toan, khi x; va y; 16n va mau c6 kich thuéc 18n
(n 16n), ta sé gap kha nhiéu khé khan. Dé don gian hon, ngudi
ta d4u tién sidp x&p sd lidu dudi dang bang hai chiéu. Gia st
trong bang d6 cip gia tri (x,, y;) xuét hién n; lan (Zanj =n).
Khi d6 ta d6i bi€n s8 giong nhu da lam & §2, chuong IV:

B1l. Chon x,, y, vé1 A, h, tuong ing;
X; —xo;v. _J “xo;

J
hy hy
- ] 2 . . 2 . R
B3. Tinh Zuinm‘; Zui Ry Zv_jnuja Zvjnoj’ Zuivinuvi’
i i J j i

Bz. Tinh Cé.C ui =

B4. Tinh X =th, +x,; ¥ =0h, + y,;
§% = hS3: 82 = HSY
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Zut v, —NIED
r= —— —— .
nJ[u2 —@?[® - @]

Ta xét quy trinh tinh toan trén mot thi du cu thé sau day:

Thi du 1.2. Xac dinh cac dic trung mau tit bang s6 liéu sau:

¥
. 10-15 15-20 20-25 25-30 30-35 35-40 | n,
0-0,2 4 -~ - - - - 4
02-04 2 2 - - - - 4
0,4-0,6 — - 2 — - — 2
0,6 -0,8 - 6 - 4 4 — 14
0,8-1,0 - - — — 6 6 12
1,0-1,2 - - _ - ~ 4 4
n, 6 8 2 4 10 40 | 40
Giai. D61 véi bién X ta chon x, = 0,7; A, = 0,2 va bi€n méi
x' - 0, 7 - s -, “ . ,e
u; = ﬁ-—, con 461 v6i Y chon y, = 27,5; A, = 5 va bién méi
;o 27,5 n A -~ " -
v, = —3-’-5—5—— Bang s6 trén trg thanh
% 3 -2 -1 0 1 1 n,
U,
-3 4 - - - - - 4
2 2 2 - - - - 4
-1 - - 2 - - - 2
0 — 6 — 4 4 - 14
1 - - — - 6 6 12
2 - - - - - 4 4
n, 6 8 2 4 10 10 40
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Nhu vay thay vi lam viéc v6i cac x; khéng nguyén va y, kha
16n, ta tinh toan véi cac u; va v, déu nguyén va kha bé. Theo
céc ¢ong thie 3 trén:

a::% utrm:m(—34 2.4-1.2+0.14 + 1.12 + 2.4)= —0,05;
V=) Un, = 1 (-3.6-2.8-1.2 +0,4+1.10 + 2.10) = -0,15;
404 4
u? =—1— Wn = (9.4+4.4+1.2+0.14+ 112 + 4.4)= 2,05;
40 4 40
< 1 2 1 _
vi=—Yuvin, =—(96+48+1.2+04+1.10+4.10) = 3,45,
40 4 40
Zul vn, = (04+62+42+1.2 +1.6+2.6+4.4)=
Ty d6 r = 92 - 40.0,15.0,05 90T _gse

40(2,05 - 0,0025)(3,45 - 0,0225) 40.1,85.1,43

X=-0,0502+07=069:Y=-0,15.5+27,5=26,75;
S,=143.02=0,286;S,=1,85.5=09,25.

1.3. Tidu chudn doc 1ap cia hai bién ngau nhién

Trong thuc hanh, nhu d3 néi d trén, r ciing hiém khi bang
0 va két luan ngay ca X, Y khéng tusng quan cing da gap khé
kh#n. Nhung néu ¢6 thém gia thiét chuin cha phan phéi (diéu
ma trong nhiéu bai toan thuc t&€ cé thé chap nhan duge) thi
diéu kién py= 0 sé tudng ducng véi sy kién X va Y doc lap.
Nhu vay néu ta thiét 1ap gia thuyét géc H,. “X va Y doc lap”
(véi d61 thuyét H, 461 lap), thi néu c¢6 gia thiét X, Y tuan theo
luat chudn, gia thuyét trén tuong duong véi Hy, “pyy = 0”.

Tiéu chudn dé kiém dinh Hy: pxy = 0 (Hy: pxy 2 0) 14:

g=1n2 (1.3)
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v4i r 14 hé s tuong quan tinh trén tdp mau ngau nhién (x, ¥)),
i =1,n. N&u gia thuyét H, ddng ngudi ta da chitng minh ring

K ~ t(n — 2); tit d6 mién téi han cha tiéu chuén k sé la:
B :{Km K, >t . } (1.4)
=i -“é-

Néu gia thuyét vé tinh doc 1ap cua X va Y chap nhan dude, it
c6 1y do dé xem xét ddng thoi hai bién d6. Trong trudng hgp
ngudc lai, ta s&€ quan tdm dén quan hé caa ching.

Thi du 1.3. Cho cép bién (X, Y) tudn theo luat chuan va bé
s6 l1éu quan sat nhu sau:

x; {12,0 16,5 152 11,7 18,3 109 144 16,0
v, 12,75 3,37 2,86 2,62 276 3,49 3,12 3,05

Véi a = 0,05 hay kiém dinh tinh déc 1ap cha hai bién X va Y d6.
Giai. Truéc-hét ta tinh hé sé tuong quan mau theo (1.2)
n=8 Y x =12,0+16,5+...+16,0 = 115;

>y, =275+ 3,37 + ..+ 3,05 = 24,02;
D% =1701,25; ) y? =172,798; D x5, = 345,008;

Yoy, L1y v ~
Y (%~ X) =Xl -—(Xx) =1701,25
> (y - ?)2 =Yy —;1;(2 yi)z =172,798 - 24'8022 =0,6780;

Z(x; - )_{)(3’l — ?): le_yl_ _%inzyi = 345008 — 11524,02

~ — 0,2975;

2
115 =48,125;
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_-0,2975
J/48,125.0,678

= - 0,0489.

Bai toan kiém dinh tinh ddc 1ap ctia X va Y dua vé kiém dinh
gia thuyét

HU: Pxy = 0, Hl: Py # 0 (a’= 0,05)

Theo (1.3), ta tinh

_rVr-2 004898 o ie0

Ken "o J1-00489°

Do tit bang Stiu-don tgg 5 = 2,447 > | K, | = 0,1199 nén theo
(1.4) gia thuyét H, chap nhan dudc.

Thi du 1.4. Kiém dinh tinh d6c 1ap cta hai bién X va Y
cam sinh ra bd s6 liéu mau trong thi du 1.1 («=0,01; XvayY
tuan theo luat chuén).

Giai. Tu két qua thuc nghiém r = -0,5417, ta c6 tiéu chuan
(1.3) tinh trén mau la:

K - _0B4TV3 _ o .o

" J1-0,5417

Mit khéc, viéc tra bang cho ta #,50905 = 3,01. Do | K, | = 2,32 <
3,01 nén ta khéng c6 co s dé bac bd H, O day ta thay r =
~0,5417 khac kha xa 0 ma ta vdn chua thé khang dinh 1a giita
X va Y c6 quan hé nao d6. Nguyén nhédn cing c6 thé 1a kich
thudc mau qua bé ching? Luu ¥ 12 néu chon a = 0,05, ta c6
tizoes = 2,16 va k&t luan cha kiém dinh lai 1a bac bé H,. Nhu
vay c6 thé thay ring udc lugng hé s6 tuong quan phu thude tdi
muc 40 nao vao kich thude mau va nhiing két luan khéng dua
trén nhiing tiéu chuin thong ké chinh xéac va hgp 1y sé dan téi
nhiing sai lAm nguy hiém.
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1.4. Kiém dinh gia thuyét vé hé sd tuong quan

1. Kiém dinh H,: p = p, cho trudc

Theo mdt nghia nao d6, gia thuyét H, ¢ day la trudng hop
tong quét hoéa két qua ciia muc trén. Ngudi ta dua ra théng ké
1+r

T (1.5)

Z:lln
' 2

Theo Phi-so, néu H, ding théng ké Z sé tiém can téi phan
phoi chuén (khi n — ) vi cac s6 dic trung xap xi

EZ=1ml*Po, P
1-p, 2(n-1)

VZ = ! .

n-3
Trong thuc hanh véi n > 50 da c6 thé chap nhan két qua trén.
Tit d6 néu chon tiéu chudn cta quy tic kiém dinh 1a;

Z - EZ
K = ={(Z - EZ)Vvn-3 ~c#7(0, 1),
2 (2 B2 e (01
thi mién t6i han cta quy téc sé la (mién d61 xiing)
B, = {Km K| > 2, v6i ¢(2,) = 1_70"} (1.6)

Thi du 1.5. T bo sb liéu thuy van gom 150 ciip, ngudi ta
tinh duge hé s6 tuong quan mau r = 0,5273. V61 a = 0,05; c6
thé cho ring hé s§ tuong quan that 1a 0,5 duge khong?

Giai. Theo (1.5) ta xac dinh gia tri thuc nghiém cua Z
1, 1+0,5273

Z, =—In=2-222'"_ ¢ 5862,
2 1-0,5273
va céc s0 déic trung tuong vng

gz- 11,1405 05
27 1-0,5 2.149

=0,5510;
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1
VVZ = — = 0,082,
V147

tu do:
K, - 0,5862 - 0,5510 _ o
0,082
P , 1-0,05
Véi a = 0,05, ta co ¢(1,96) = — = 0475 Do 0,43 < 1,96,

khéng c6 cd sé dé bac bd H, va chidp nhan ring hé sd tudng
quan ly thuyét cua tap nén la 0,5.
2. So sanh hai hé sé'tuong quan
Bai toan dua vé kiém dinh Hy: p, = p, dua trén hai bd s6
liéu mau cip (c6 kich thude tuong tng 1a n, va n,) cia hai cip
bién (X,, Y)) va (X,, Y,). Bing cach xac dinh hai thong ké Z, va
Z, nhu trong (1.5), ngudi ta dua ra tiéu chuan kiém dinh
_ Zl — Zz
vz, +vz,

Ham s8 nay ¢6 phan phéi tiém can chudn o410, 1) va ta cé thé
diing lai quy téc nhu trong (1.6) cho mién téi han d6i xdng.

§2. HOI QUY

2.1. M hinh tuyén tinh
Khi hai bién X va Y phu thudc, ta quan tdm dau tién dén
quan hé ham Y = f{x). Néu ham f tay y, diy 12 quan hé rat
phitc tap. Trong phan nay ta giéi han vao trudng hop f c6 dang
tuyén tinh
Y=aX+b, 2.1)
trong d6 a, b 14 cac hang sd thuc cdn xac dinh. Tuy nhién do X
va Y déu la cac bién ngau nhién, quan hé (2.1) khéng gidng
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nhu quan hé ham theo nghia théng thudng caa giai tich. Vé
mat 1y thuyét ngudi ta dua vao khai niém hdi quy tuyén tinh
(xem chudng III) théng qua ky vong ¢ diéu kién

EXY/X=x)=ax +b. (2.1a)

Vé mat thuc hanh, dé cho don gian, ta sé tat dinh héa bién

X, va sau nay sé chuyén cich viét thanh x, va goi né la bién
déc ldp (x 1a tat dinh theo nghia ta kiém soat nd hoan toan). Y
van 14 bién phu thudc va 1a bién ngau nhién, thé hién cua né y,
1a dap ding d61 véi gia tri x;. Ta van cé bd mau cip kich thude n
la (x;, y), i =1,n. Véi nhiing don gian d6, cong thic (2.1a) sé
trd thanh:

EY =ax + b.
Trong céng thic (2.1b) chua xuat hién cac yéu td ngau nhién
gay ra tinh bat dinh cla bién Y. Vi thé d€ cho chit ché va day
du, ngudi ta dua vao khai niém nhiéu, ky hiéu la g va thiét
lap mo hinh tuyén tinh

Yl':axi'!'b"'gi,i: l,n, (2.2)

vOl & 13 cic bién ngau nhién lién quan truc tiép va giy ra su
bat dinh ctia Y. Ta sé yéu cau ¢ thoa man 2 diéu kién

(i) #,: Eg; =0 Vi=1,n; (2.3a)

(i) 977, : E(ge;)=0"8,,i,j=1n (2.3b)

o
va sé goi 1a nhiéu trang (ky hiéu §; = 0 néu i #j va = 1 néu i =)).
Gia thiét %, cho thay ¢ c6 dang sai s6 ngiu nhién, con %, yéu
cau ching tao ra diay khéng tuong quan. Nhu vay trong mé
hinh (2.2), a va b 1a hai hé s6 héi quy chua biét va sau nay phai
udc luong, x; 14 cac hing s6 da biét, con y; 1a thé hién cta bién
ngau nhién phu thudc vao x;. Ngoai ra tham s ¢ déng vai tro
phuong sai héng cua cac nhiéu tring & va né ciing chua biét.
Trong thuc t€, cé thé viéc gia st la cac x; duge xac dinh
chinh xac 13 khong that hgp 1y. Tuy nhién cé thé yéu cau tinh
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bat dinh cua bién X 1a khong dang ké so v6i Y (ma thuc
nghiém c6 thé chdp nhan duge). Hon nita, vé phai cua (2.2) da
c6 yéu t6 nhiéu ngiu nhién, nhiing khia canh ngau nhién caa
X ¢6 thé trong mdt chitng muc nao dé chuyén sang cho nhiéu.

Tém lai, bai toan dat ra la trén co s bd s lidu quarn: sat
(%, ;). i= 1,n, hay:

a) Uéc lugng cac hé s& hdi quy, tic 1a tim 4,5 va sau d6
ca 6%;

b) Kiém dinh tinh phit hgp cia mé hinh (2.2) d6i véi b 8
liéu da cho.

Khi 4, & da xac dinh, ta c6 dwong héi quy tuyén tinh mdu

y = dx + b.

2.2. Uéc lugng hé sé hodi quy

1. Phuong phdp binh phuong cuc tiéu

Trong thuc hanh tiap diém s& liéu ndm xung quanh doc
theo dudng hoi quy (Iy thuyét hosic mau). Néu trong (2.2) thay
cac bién nglu nhién Y, bing cac quan sat, ta cé:

y; = ax; +b+g£,i=fﬁ. (2.4)

Trong (2.4) bién & con ¢ thé hiéu nhu 1a sai sd’khi ta dung
mé hinh tuyén tinh d& xap xi quan hé giita 2 bién dang xét. R
rang néu phucng sai sai s6 ¢ cang nho thi mé hinh (2.4) cang
phtt hgp dé mé ta quan hé d6 va tap sé liéu da cho.

Dé udc lugng cac hé s8 a va b ta dung dinh nghia sau:

Dinh nghia. Cac & va b dude goi 1a voc luong binh phuong
cuc tiéu cua a va b, néu:

(]

Z(y —ax; - by’ =min Q(a, b) = minz - ax; b (2.5)

=1
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Phuong phap nay c6 tén goi 1a binh phuong cuc tiéu, con ham
Q(a, b) = Z(yi —ax; - 6)2 = ng chinh 1a tong binh phucng sai

s6 md hinh (2.4). V& mit hinh hoc d6 chinh la téng binh phuong
khoang cach (theo phucng song song véi truc tung) tlt cac diém
(x,, v d&n duong thdng hdi quy y =ax + b (xem hinh 2.1).

Viée cyc tiéu ham Qa, b) |V
trong (2.5) dua vé giai hé hai y=ax+b
phuong trinh X =0 va Q =0, Vi
oa b
suy ra:
aX +b=Y “
i i P 0 o
Ta sé co: Hinh 2.1
S (5~ X)(5-¥) Tay,- k7
a=- = — (2.6a)
Z(xj—)_{)z fo-an
b=Y - 4X. (2.6b)

C6 nhén xét rang

(- R - T)= 3w - X)y = X3 - P

Viéc kiém tra diéu kién &0 khéng can thiét do @ 1a ham dang
binh phuong. Pudng hdi quy miu y = dx + b s8 di qua trong tam
clia tap diém, tuc 1a diém ()?, }_’) sé ndm trén dudng thing dé.
Dé v 1a trong (2.2) Y, 1a bién nglu nhién cé:
EY, =ax, + b; (2.7a)
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VY, = Vg = &% (2.7b)
va o ¢6 thé dé udce luong bing phuong sai miu cda Y,

6t =13y, - 7). (2.8)

A
Sau khi da c¢6 & va b, ta dat y; = ax; +b va hiéu £ =/ — 3, sé
duge goi 1a phdn du (sai s6 thuc nghiém) ctia mé hinh dé y:
Nguoi ta cling chiing minh duge rang udc lugng khég chéch
cua ¢® theo phuoung phéap binh phuong cuc tiéu khén: phai 1a
(2.8) ma la:

R z":égz_l_i(y‘._axi—é)g. (2.9)
i=1

n—25 n—24

2. Phuong phdp hop ly nhét
Néu ta thém vao gia thiét chuin cla g

(i) 775 : &, ~ o# (0, ), Vi = 1,n, (2.3¢)

thi dé dang ching té Y; ~ o#{(ax; + b, ¢). Khi @6 wdc liong hop
ly nhdt clia a va b sé hoan toan gidng nhu (2.6) (ban @c cé thé
tu chiing minh, st dung ham hgp ly xiy dung trén :4c quan
sat y; caa bién ngiu nhién chuédn Y, (xem chuong IV). Luu ¥
uéc lugng hop 1y nhat cta phuong sai ¢ sé la:

S? = ;1;25? :-i—Z(yi - ax, - by (2.10)
i=] =1

Cang chid ¥ 12 khi dung (2.9) ho#c (2.10), téng cac binl phudng
ude luong sai s6 sé duge tinh nhu sau:

S =Sy -F) -a) (x - X) =n(S2-as?). (211
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Thi du 2.1. Két qua nghién cttu thyc nghiém tréa 8 nguci
dan ong nhu sau:
Trong lugng (kg) | 58,0 70,0 74,0 63,5 62,0 70,5 71,0 66,0

Huyét tuong (1) ! 2,75 2,86 3,37 2,76 2,62 3,49 3,06 3,12
Hay xay dung dudng hoi quy tuyén tinh miu cia huyét tuong
v{1 trong lugng.

Gidi. Goi X la trong ludng co thé, con Y 1a lugng huyét

twong. O day n = 8 va céc tdng 14y theo i = 1,8
> x, =535 > y, = 24,02 X = 66,875; Y = 3,0025:

> x? = 35983.5; Yy’ = 72,7980; ¥ x,y, = 1615,295.

Tt 46 .
> (2 - X)(y, - ¥)=1615,295 - 535.24,02/8 = 8,96;
Y (x, - X) = 35983,5 ~ 535%/8 = 205, 38;
> (v, - YY)’ =72,7980 - 20,02%/8 = 0,6780.
va
. Jzos,:é?i,ﬁ'?so - 078
G = 23'5 92 = 0,043615;

-

b=3,0025-0,043615.66,875 = 0,0857.
Nhu vay su phu thude cua lugng huyét tuong vao trong lugng
co thé c6 thé duge md ta bing (hdi quy mau):

y = 0,0436x + 0,0857.
Ta ¢6 thé tich ude lugng khong chéch ctia phudng sai sai s mé
hinh trén theo (2.9) ¢6 dé y dén (2.11)
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s? = l(0,6780 - 0,04362.205,38) = 0,047929.

o>

Thi du 2.2. Xay dung dudng héi quy tuyén tinh mau theo
thi du 1.2.

Gidi. Ap dung cong thitc (2.6) va két qua tinh toan cda thi
du 1.2
9,25

S,
a=r—=0,86————=27,814T7,
S, 0,286

b=Y - aX = 26,75 — 27,8147.0,69 = - 7,56578;
va dudng hdi quy can tim la:
y=27,81x — 7,566.
3. Cdc tinh chat ciia udc lugng binh phuong cuc tiéu
a) Cdc tinh chdt théng ké

(1)é va b 1a ude lugng khéng chéch cia a va b.

Ta chitng minh cho &, viéc chitng minh d6i véi b rat don
gian. Pé y dén (2.4)

y; =ax; + b+ ¢,i =1,n,
ta cé:
Y=aX +b+Z:
(¢ = }—is,-). Tudé y, -Y = a(x,- - )—f) +&; - £ va thay vao cong
n p ==
thic (2.6a):

3 (% - X)e,

=]

tir d6 E(4) = a. N&u ky hidu 7, = ax, + b, dé thay:
E(3 -%)=0 Vi=ln.
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cov(&, b) =y, = - i(:?{ff .

i=1

Ban doc hay thi chiing minh céc céng thic trén, dé y dén
cach chitng minh trong tinh chét a).

b) Y nghia hinh hoc
Ky hiéu cac véc td n chiéu
¥, 1 X, £
y={: Le={:Lx=|: |vae=]:
¥, 1 X £
M6 hinh tuyén tinh (2.4) viét dudi dang vécts (trong R")

y=ax + be + ¢

Hinh 2.2
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Viée tim udc hugng binh phuong cuc tiéu dan dén xap xi tot
nhét cia y trong mit phing P sinh bdi hai vécto e va x (xem
hinh 2.2). Pé ¥ 3 14 hinh chiéu vudng gbéc cta y trén P, ngon
cua ¥ l1a diém ctia mat phang gan véi (ngon cta) y nhat. Hinh
chiéu vudng g6c cia y lén e sé la Ye. Péng thoi dung tu gbc véc
to x — Xe, ta co dinh 1y Ta-lét:

¥ — Ye = &(x — Xe).

Véc td vudng géc véi mat phang chinh 14 véc to phan du
=y —¥. Trong tam giac vudng ( ¥, % ¥), theo dinh ly Pi-ta-go

Sy -F) =&+ (5 -3), (2.13)

{

(8§ 5=F) Do 3 4=0nén £=0 vd 3 &=3(-8)
Chia hai vé& cta (2.13) cho n, ta thu dude:

~Y (% - ) - Z(y, By +—Z(e—e> (2.14)

trong d6:

—-Z( ) = S2 1a tong phuong sai cia tap mau (y,, ..., y,),
=\2 > 2 ~ -~
%2(5’5 - 5:) 14 phuong sai cua tip diéu chinh (y, , ..., ¥,),

lZ(a,; - 3)2 la phuong sai du.
e

Nhu vay (2.14) chinh 14 phuong trinh phan tich phudng sai
(xem (3.16) bai toan 4, §3 chudng V). Cing theo Ta-1ét:

Z( ) => & +a22(x -~ ),

hay S: =8; +4&°S;.
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2.3. Trudng hdp c6 gia thiét chuan
1. Phén phéi cua wdc lugng
M6 hinh (2.4) véi cac gia thist F7, — F, c6 thé tém téat lai
(xem (2.3a — ¢))
¥, = ax, +b+5‘.,i=ﬁ,
g~ (0,0°); E(ge;)=0,i#]
Khi @6 ta c6 thé xac dinh luat phan phéi x4c suit cha cac uée
lugng a, b va s (trong (2.9)). Trudéc hét:

i~o#(0,62);b~c¥(b,0}), (2.15)

véi o2 va o/ da xic dinh trong (2.12). Tudng tu:

2

(n-2)2 - ¥ (n-2), (2.16)
o
. 9 20.4 2 . - ‘A .« T -~ ” ~ ~ P -
vii v(s )= 5" Dé y1a avad vé mit ly thuyét la cac bién
r n_

ngiu nhién doc lap véi &,i= Ln. Ngoai ra luu y dén cong
thtic cta cov(d, b) trong (2.12), ta c6 phan phéi déng thoi

cua a va b la:

\ 1 -X
oo (“];af Tz || (2.17)
b b _x

n

Cac phan phéi (2.15) — (2.17) dat cd sd cho céc bai toan kiém
dinh gia thuyét hodc tim khoang tin cdy cho céc uéc lugng
ho#ic cho cac du bao dung héi quy trong thuc hanh.

Ngudi ta cling chiing minh dudc rdng & va b ciing 1a uéc

lugng hiéu qua caa a va b.
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2. Khoang tin cdy

Diu tién ta tim khoang tin cay 1 — a cho uéc lusng a.
Theo (2.15) va (2.16):

a—a

“2~0V(0,1);
a/\/Z(xi—X)
s? ) .
~2)5 - 4 (n-2),
(n-2)% - 7(n-2
nén thong ké:
a_a ~ t{n-2).

/
/ ——=\2
S,.f \j 2.(% - X)
/ H :

Két qua §4, chuong V, cho ta khoang tin chy 1 — o (xét khoang
dd1 xing, cac khoang dang khac ban doc dé dang tu tim duge):

st

n-21-of2

a — e <a < a + St”"z’l'“’z_ =. (2.18a)
ACEES HIACEES

Tuong tu:

2% 2%

-~

b-st ., . L <b<b+st ., e
~2,1-a/2 nZ(x‘ B X)z 21-al2 nZ(x‘ ~ X)z
J i
(2.18b)
(n-2)—"— < &" < (n-2)—> (2.180)
Z:—2:1—ai2 Ii-z;am

Thi du 2.3. Tim céac khoang tin cay 95% cho cac tham sé
trong thi du 2.1. |

Gidi. Trude hét luu ¥ réng phai c6 gia thiét chuan thi cac
khoang (2.18a-c) mdi dung dudc. Bay gio ta tra cac bang phéan
vi £(6) va 7X(6)
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Lo, 0,975 = 2,447, 162;0,975 = 14,449; Zg; 0,026 — 1,237.

T d6 ta c6 cac khoang tin cady 95% tuong ung cho a, b va o*

0,0436 - 221892447 0 (o 0,2189.2,447
205,38 205,38

= (0,0062; 0,0810)

10,0857 - 0,2189.2,447 w;
8.205,38

0,0857 + 0,2189.2,447 35893,9

8.205,38

= (-2,8049; 2,9763);

0,2867 0,2876
14,449 1,237

Ta c6 thé luu § rang:

] = (0,0199; 0,2325).

~ Phan ph6i dong thoi (2.17) cho phép xday dung mién tin
cAy cho véctd tham s8 (mién tin ciy déng thdi ctia a va b, d6 l1a
moét hinh e-lip);

— M5 hinh (2.4) c6 thé dung dé du bao gia tri y néu biét x
tuong tng va ta cé thé tim khodng tin cay dé1 véi gia tri dé.

3. Kiém dinh gid thuyét

Bf;'mg cac Iy luén giéng nhu & trén va dé y dén chuong V ta
c6 thé xét cic kiém dinh gia thuyét vé tham s6. Ching han xét
bai toan kiém dinh:

Hya=a,v61 H:a #a,.
Théng thudng ¢ chua biét va diing tidu chuin:

a-a —1\2
K=—2 x, - X},
ta c6 mién téi han véi miic o (mién déi xding):

Ba = {Kln': 'Ktn > tn-2;l—q!2}' (219)




Ban doc cb thé tim cac két qua khac cho trudng hop kiém dinh
mdt phia; tuong tu cho kiém dinh vé tham s6 b va &*.

Thi du 2.4. Véi a = 0,05 hay kiém dinh gia thuyét H; a =0
v6i dd1 thuyét H,: a # 0 (s6 liéu cua thi du 2.1).

Gidi. Nhu trong thi du 2.3 & day ta gia si ¢ gia thiét
chuéin. Khi d6 gia tri ngudng cia bai toan ¢, 0075 = 2,447. Tinh
théng ké thuc nghiém (2.19), dua vao tiéu chuén tuong ing:

0,0436 - 0
K== 205,38 ~ 2,8542.
Do 2,447 < 2,8542 gia thuyét H, bi bac bd.

Dé ¥ ring gia thuyét Hy: a = 0 ¢6 ¥ nghia rat quan trong vi
né cho phép chap nhan hay bac bo su cé6 mit cua bién X trong
md hinh dang xét. Ngoai ra & day:

A2

K=—7——a—————7,suyraK2= /na -
s/ Z(x‘. - }_f)~ s*/ Z[xl. - }_()
fNT r
va do i—jZ(xi -~ )?)2 = (_nll_.zr)_;i ~ #(1;n — 2) ta c6 thé dung

* - P - - ~ A — ~ vy .
tiéu chuan nay va phan phoi % dé kiém dinh Hy:a = 0.

2.4, Hé s6 xac dinh

Dé danh gia su phu hodp cia mé hinh tuyén tinh ngudi ta
st dung nhiéu cach khac nhau, chdng han dung phudng sai
sai s& mé hinh, khoang tin ciy cla cic hé s6 dung cac kiém
dinh tuong dng, hé sd tuong quan mau gan #1 ... Khai niém
hé sé xac dinh cling rat cé ich dé danh gia chat lugng clia mb
hinh tuyén tinh.

T cong thide (2.13) ta da thay:

(5 -F) =Xl -5) + 2 - )

v3i v& trai 1a téng binh phuong d6 léch cta y khoi Y (d6 léch
tién nhi¢m); hai s8 hang vé phai 1an lugt 12 t8ng binh phudng
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d6 léch cta y so véi héi quy (hay téng phuong sai du, tdng binh
phuong sai s6 hdi quy) va tong binh phuong sai s6 cdm sinh
bdi héi quy. Néu ta dem téng thi ba chia cho v& trai thi:
FS —\2 ~ 2
y, - Y ]
r2 — Z( ) =1 = Z(yl yt) (220)

Sr-¥) T -Y)

sé dudc goi hé s6 xdc dinh mdu ciia md hinh hoi quy tuyén tinh
(2.4), gia tri ma ta da bi€t 6 §1 nhu 14 binh phuong ctia hé s6

tuong quan. Pé ¥ 1a néu r? = 1, (2.20) sé cho ta Dy -3 )2 =0
hay trong moi truong hdp y, = y, (md hinh chinh xac). Néi
chung , r? cho thay ty 1é téng binh phudng sai sb tién nghiém
dude giai thich bdi mé hinh tuyén tinh (bdi bién X). Dé ¥ ring
tr d6 > (y, - 5/)2 cho ta phan ctua téng tién nghiém khong
dudc giai thich bdi mé hinh tuyén tinh.

Cudi cing udc lugng (khong c6 diéu kién hay tién nghiém)
cua phuong sai cua Y, nhu ta biét chinh 1a;

1 & 2
S =72l -Y)

. 1 ¢ n
Con n_zg(y; - yi)z = Sf/x

12 udc lugng c¢6 diéu kién cta phuong sai EY biét gia tri tuong
ing X = x. D4y ciing 14 udc lugng t6t nhit cia VY = ¢ hiéu theo
nghia khéng chéch ma ta da xét trong (2.9) va ky hiéu la s2.

2.5. Hoi quy phi tuyén

Néu ta m6 hinh héa quan hé giita hai bién X va Y bing
ham ftiy ¥ (chéng han Y = AX) = P,(X) da thic cip n > 1), thi
viéc xac dinh f s€ cuc ky phic tap (bai toan udc lugng ham).
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Dé cho don gian, théng thuong ta gia st da biét dang ham,
khi d6 bai toan dua vé ude lugng cac tham s& ctia mot ham da
biét. Thi du cho ham f¢é dang da thidc bac hai:

fx) =a, + ax + ax’.
Viéc xac dinh duong hdi quy phi tuyén méu lai dua vao
phudng phap binh phuong cuc tiéu da xét & trén. O day ta di
tim céc udc lut_jng 4,, 4, va @, lam cyc tiéu ham muc tiéu:

Q(ay, a, a,) = i(y, —a, —qx - agxf)z, (2.21)

=1
v6i (x;, y,) la cac cap sé liéu (.i = ﬁ).Dé’ tim cac ude lugng

trén, ta phai 1ay cac dao ham riéng caa Q(a,, a,, a,) trong
(2.21) va cho ching = 0. Khi d6 vdn dé dua vé gidi mét hé
phudng trinh tuyén tinh:

EDXREDIETDIAED I 2
10, x, + @ > x2 + a4, xP =) xy, (2.22)
Gn +a, 2 x + Gy xl =Yy,

Viée giai hé (2.22) véi 3 phuong trinh 3 4n cing khong qua phe
tap. Tuy nhién cac tinh chit théng ké dep dé cua cic udce lugng
binh phuong cuc tiéu & cac muc trén sé khong con ddng nita, du
ta ¢6 thé dua vao gia thiét chuin cia nhidu g trong mé hinh phi
tuyén tuong tu véi dang (2.4) 1a y, = f(xi) +&,L=1n.

Hoan toan tuong tu ta ¢6 thé udc lugng cac tham sb cho cac
dang ham phi tuyén khéc (chdng han ham hy-péc-bén y = b + a/x,
dang lay thia, dang 16-ga-rit, dang md...). Phuong sai miu cua
sai s6 mé hinh phi tuyén thudng dudgc tinh thei céng thic:

.\2 1 3 o

“agln )
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trong d6 £ la tham s6 chua biét cia f ma ta can udc lugng, con
fcc’) dang giéng f nhung cac tham s& dude thay bang cic udc
htgng cua ching.

Trong mét sb trudng hop, ta ¢6 thé sit dung thuat toan hai
quy tuyén tinh cho phi tuyén, nhung tat nhién trudc dé phai
lam cac bién déi sd bd tuong Ung:

. . A . trinh
Ham f Phuong trinh | Bién d01 so bd Phudn'g“ i
sau bién doi
hy-péc-bd y = - z-*l't-l =at+b
y-péc-bom 7+ b M . z=a
mi y = be™ z = Iny; z=ax +Inb
lay thira y = bx® z=Iny; ¢t =Inx z=qat+Inb
1
mil ngudc y = be’* z=Iny, t=— z=at+1nb
x
" 1 1 x
mi gia Y=7""—"—"% | g=—;t=e z=at+b
b + ae y

Thi du 2.5. Tim duong héi quy dang da thic bac hai caa y
d61 véi x dya trén bd sé liéu sau day:

Yol 2 3 4 5 6 n,
X;

1 2 1 _ Z - Z 3
9 1 3 1 - _ 7
3 - _ 1 3 9 - 6
4 _ _ _ 1 9 1 4
5 - - - - 2 1 3
6 - _ _ - _ 1 9

] 3 3 4 5 6 3 25

o~

Gidi. O day n = 25, nhung d8 ¥ c6 nhidu cip s liéu xudt
hién nhiéu hon 1 14n. Duong héi quy mau can tim cé dang :

y = ax”® + bx + ¢,
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trong d6 4, b, ¢ thoa man hé (2.22), nhung téng khéng nén 18y

chay tir 1 dén 25, ma chi dén 6, vdi cac diéu chinh tuong Gng:
&Y nxl +b>Ynx+éy nxl =Y nxy,;
ay nxl +by n xl+¢e) n.x =) nxy;

&Zn-’&x? + anx,-xi + &n = an'.j’?xi;

trong d6 ¥, la trung binh cong cia cac gia tri y, ing véi x; cu

thé, chdng han ¢ day ¥, =

thiét 1ap nhu sau:

%(2.5 +1.6) = 16/3. Bang tinh duge

Xopng | % | na | nx | onx' | Y| RY, | RV | nXTY,
1] 3 3 3 3 3 1,33 3,99 | 3,99 3,99
21 17 14 28 56 112 {2,571 17,99 | 35,98 |, 71,96
3| 6 18 54 162 | 486 | 4,17 | 25,02 | 75,06 | 225,18
41 4 16 64 | 256 | 1024 | 5,00 | 20,00 | 80,00 | 320,00
51 3 15 75 | 375 | 1875 5,33 | 15,99 | 79,95 | 339,75
6| 2 12 72 | 432 | 2592 | 5,50 | 11,00 | 66,00 | 396,00
1256 78 | 296 | 1284 | 6092 93.99 | 340,98 | 1416,88

Tu d6 hé phuong trinh trd thanh:

P

(9964 + 785 + 25¢ = 93,99
12844 + 296b + 78¢ = 340,98
60924 + 1284b + 296¢ = 1416, 88.

A

Giai hé nay ta thu duge a =-0,19; b ~2,21 va ¢ =~ 0,98 va
duong héi quy phi tuyén mau sé la:
y=-0,19x* + 2,21x — 0,89.
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§3. HOI QUY BOI

3.1. M6 hinh hodi quy bdi tuyén tinh

1. Mé hinh

Khi xét dong thoi bién phu thude Y véi nhiéu bién déc lap
X, ..., X,, ta c6 thé md rong md hinh tuyén tinh (2.1). Gia s
ta c6 bd sd lidu ¢6 kich thude n (y;, 2, ..., x3), i = L,n. Ky hidu
X 14 ma tran sé liéu cua cac bién X, ..., X,.

3
(1 x, - g o X
1 x,, » x,, - x
21 2 2k
X: - - L] .J L L] ,
l\l xnl xnj 3 xnk}

con y, &€ vd a va véctd tudng dng véi cac bién y, g, g
(i = Ln; j = 0,k); khi d6 mé hinh héi quy béi tuyén tinh biéu
dién theo cac quan sat sé la:

¥, =0y +aXx, +aXx, +..+ax, +&,l= Ln; (3.1)
hay viét gon dudi dang vécto ma tran:

y=Xa + &
Dé y trong mé hinh (3.1) cac ¢ 1a nhidu tring thoéa min cac gia
thiét da xét d §2; cac hé s a,, a4, ..., a; 12 cac tham sb hdi quy
ciAn udc lugng cling vdi phudng sai cua sai s6 m6 hinh &°.

Dé cho don gian, ta xét trudng hop £ = 2. Khi d6 mat héi

quy bdi sé ¢6 dang:

Y =0apFax, tax,,
12 phuong trinh md td mdt mit phing trong khong gian 3
chiéu. Mé hinh hdi quy tuyén tinh b1 2 sé ¢6 dang

¥y, =a, +ax, +a,x, +&,1=1n. (3.2)

Néu dnng cac ky hidu:
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\

(1 Xy %9
’ %o 1x, x &
21 22
y= sa=|a [, X=|., 7 7 |, e= ,
Y. a, &

\1 Xp1 Xpa2 )
thi md hinh c6 thé viét gon lai:
y=Xa + &.
véi E&e= 0 (véc to khong); Ve= oI, (I, ma tran don vi cdp n).
2. Ude luong tham s6 h6i quy
Ta lai dung phuong phap binh phuong cuc tidu:
min Z(yI ay ~ %, —..—aX, ). (3.43)

;.4
Duéi dang ma tran, ta c6 thé viét ham muc tiéu:

Q@) = (y - Xa)'(y - Xa) =

= y'y - a'X'y ~yXa + a’'X'Xa. (3.4b)
(ddu t chi phép chuyén vi). Nhu vy, néu ky hidu & la véc to
cac udc lugng cua ay @y, ..., a;, ta c6 ngay (1ay dao ham (3.4b)
theo véc téd a va cho bang 0):
—2X'y + 2X'Xa = 0, (3.5)
tu d6
1 = (X'X) ' Xy. | (3.6)

Dé ¥ trong (3.6) gia sU ma tran X*X khéng suy bién. Trong
thyc hanh khi £ = 2 viée tinh cac uéc lugng a,,4, va G, dua vé
gial hé phu‘dng trinh dal 5O tuyen tinh (3.5) gbm 3 phtrdng
trinh 3 an s kha don gian. Bang cac phuong phap sb viéc giai

cac hé nhu vay khong dit ra nhidu khé khin 16n. O day (3.5)
sé ¢o dang cu thé:

aozxiz +a in,x.2+azzx?2= széyf’
aDZx +aZx +aZZx” X, = Zx”yl,
a,n +a,) X, 0, Xy =y,

véi cac tong lay theo ¢ tir 1 dén n.

A
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3. Cdc tinh chdt cia wic lugng binh phuong cuc tibu
Ban doc ¢6 thé tu ching minh cac tinh chat sau:
(1) @ 13 ubec lugng khéng chéch ctia véctd tham sb a:
(i) Va= FAXX)™.
(iii) ava £ =y — ¥y = y — Xa khong tudng quan.
(iv) Uéc lugng khéng chéch cia o° sé la:

1

st = né.“z. 3.7
n—k—lg‘ 3.7)

4. Truong hop 6 gid thiét chudn

Mo hinh (3.1) vdi gia thiét £ ~ 410, ¢°I,) c6 nhiéu tinh chat
théng ké kha tét (xem tiét trudc). Ching han ude luong hop ly
nhit cia a s trung vdéi a dude xac dinh trong (3.6); con ude
luong hop 1y nhat cha o® sé ¢6 dang (so sanh (3.7) d trén):

;ZZ:-E?
Ciing do c6 gia thiét chufn cla ¢ nén:
Y ~ o¥(Xa, o°1,) (Y 13 véc to cot gdm céhc y,):
a~c¥ (a, F(XX)?); (3.8)

2

(n-k-1)"1 ~ 22 (n-k-1). (3.9)
o

Ngoai ra, & con la udc lugng hiéu qua cua a. Cac két qua trén
cho phép ta xac dinh cac khoang tin cay hodc 1am céc kiém
dinh gia thuyét tuong ng.
Chu y, do (3.8) nén:
(&4 - a) X'X(é - a)

~ 2 (k+1),
g 2 (k+1)

va do tinh chit (iii) & trén, c6 dé y dén (3.9):
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(@ - a)‘ X'X(a-a)
(k +1)s°
Tu d6 ta c6 thé kiém dinh déng thai nhiéu gia thuyét don dang
Hya=a% H,;: aza?.
Khi dé mién téi han cta quy tic kiém dinh sé 1a:
(6-a)"X'X(é-a)
(k + 1)32 > Fk+l,n—k—l.1~a

~ Fk+1,n-k-1).

Ba = K!n :Ktn

3.2. Tuong quan bdi va tudgng quan riéng

1. Tuong quan riéng

Khi xét déng thoi 3 bién X, X,, va Y ta ¢6 thé st dung cac
(hé s6) tuong quan mau:

s Tyt ey (3.10)
Tuy nhién, r,_, ching han khi mé ta quan hé giita hai bién X,

va Y, ré rang quan hé 46 khong chi phu thuéc vao ban than X
va Y, ma ¢on bi anh hudng bdi tic déng cua bién s6 thit ba l1a
X,. Vi vay dé loai trir anh hudng d6, ngudi ta dua ra khai niém
hé s6 tuong quan riéng mau, ky hiéu la:

(3.11)

Tatay Tayag s Tepyom, -
Khéai niém nay dé dang ma rong cho trusng hgp cé nhiéu hon 3
bién. Céng thitc tinh hé s6 tuong quan riéng (3.11) theo cac hé
sd tuong quan don (3.10) ¢6 dang:

Toxs ~ TayTay

r T e e
nxy.¥ 2 g
| (1—rxly)(1—rx2y)

Do tinh d81 xing ctua ba bién nén bang cach thay 61 vi tri cia
ching, ban doc dé dang tim dude hai céng thiic con lai. Dé y hé
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s tuong quan riéng ciing co tinh chit chi nhan gia tri tit -1
dén +1. Ta hoan toan eé thé dinh nghia hé s6 xac dinh riéng
giébng nhu ¢ §1.

2. Tuong quan béi

Khai niém hé s6 tuong quan béi duge dua vao dé do méi
phu thudc gitta mét bién nao d6 vdi tap cac bién khac. O day ta
c6 thé xac dinh hé s6 tuong quan bdi mau:

r_\ul_x,):2 ; rx! .NXy ) rxz-}‘ﬁ 3 (3 lza)
va cac hé s6 xac dinh bdi miu tuong ing:

ﬂy.r,xg;ﬁx,,yxg;ﬂxz,yxl ‘ (3.12b)
Ré rang ta luénc6 0< 4 <1 va -1<r  <1. Kh ‘ry-r]xu

cang gan 1, bién Y cang c6é tuong quan chat (gan véi tuyén
tinh bdi) véi cap bién X, va X,. C6 thé chiing minh:

ﬂy"rlx2 =

3 1
Z(}’,- - ?)z
i=1

Trong thuc hanh ngudi ta hay dung ¢ong thiic sau:

{alzn:(xﬂ SE), ) Y, - X0, - 17')].

2 2
ﬁ _ r'rly + rxzy zrxlxz rxtJ’rsz’
Y. xx, -

1-rt

X,

Nhu & §2 B, .., chotatylé cua tong binh phuong sai s8¢ duge
gial thich bdi mé hinh hoi quy béi da chon. Khai niém hé so
tuong quan boi 1a tdng quat hoa cia tuong quan don da xét ti
trude dén nay.
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1. Khao sat chi phi san xuat (X) va san lugng (Y) ctia 10 cdng
ty cung loai ta c6 bd sb liéu:
STT céng ty | Chi phi (tridu déng) | San ludng (nghin tén)
1 150 . 40
2 140 38
3 160 48
4 170 56
5 150 62
6 162 75
7 180 70
8 190 110
9 165 90
10 185 120
a) Xay dung dudng héi quy tuyén tinh mau.
b) Danh gia su phu hgp cia mé hinh tuyén tinh dé1 véi bd
sO lidu.
c¢) Xac dinh hé s8 xac¢ dinh mau va cho biét y nghia.
2. Khao sat hai bi€n ngiu nhién, ta thu dudge két qua:

Yily 3 5 7 9
X;
0 |4 - - - -
5 |7 10 - - -
% |- 15 26 10 2
2% |- - 3 8 5
30 |- - 3 18 6
3 (- - - 6 1




a) Danh gid mic d6 phu thudc cia hai bién trén.

b) X4y dung duong héi quy tuyén tinh miu (caa y theo x).
Mbt hing quang cdo nhan thay c6 méi lién hé gitia ngin
sach quang céo (Y) va doanh s& cua cac coéng ty (X). Diéu
tra 8 cong ty ngudi ta thu dudge:

STT cong ty | Chi phi (ty déng)

Ngéan sach quang céo
(triéu dbéng)

6 45
80
70
85
60
55
75
12 90

~] & O = W DN
O OO -3 ¢© O =3

oG

Nan

a) Xac dinh dudng héi quy tuyén tinh mau.

b) Danh gia su phu hgp cia mé hinh tuyén tinh da chon.

c¢) Tim khoang tin cay 95% cho hé s& géc cia dudng hoi quy.
Cé thé cho ring hé s6 d6 khac khéng dang ké khong?
Nghién citu vé ludng prd-té-in chita trong hat lia my va
ning suit lda trén 10 thia rudng cho ta két qua:

g

suat 99 102 11,0 11,6 11,8 12,5 12,8 1356 14,3 14,4

(x,)

Ty 18

prétéin | 10,7 10,8 12,1 12,6 12,2 12,8 124 11,8 11,8 126

o))

a) Xac dinh dudng héi quy tuyén tinh cta y theo x; sau dé
cua x theo y. Ban ¢6 nhan xét gi vé hai dudng hédi quy dé.
b) Cé nén dang md hinh phi tuyén khéng? Tai sao?
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5. Trong mot ngién citu vé tai nan giao théng, ngidi ta da
thong ké gia tri thiét hai (y,) va téc d6 va cham ctia phuong
tién (d8 quy chuan, ki hiéu x):

x |1 6 11 16 2 7 12 17 3 8

y, 141 61 89 129 44 66 94 134 4¢& 70

x; |13 18 4 9 14 19 5] 10 1¢&

y |96 142 50 75 106 147 58 81 118
Xac dinhdudng hdi quy tuyén tinh mau. Ban ¢6 nhan xét
gi vé md hinh d6 va c6 ¥ kién gi dé cai tién ma hinh?
6. Nghién citu d6 bén x; cia cac day kim loai ¢6 dudng kinh y,,
ngudi ta thu duge cac so lHéu:
£|06 2 22 245 26
yi|500 560 690 760 900

Gia su gifta y va x ¢6 lién hé dang da thic bac hai, hiy xay
dung dudng héi quy thuc nghiém.

7. S8 liéu diéu tra vé ty 1é co gidi héa (x;) va gia tri mot don vi
san pham (y,) nhu sau:

3 Yil15-21121-27|27-383133-39139-45
50 — 60 _ _ ] 1 1
60 — 70 1 4 1 - _
70 - 80 3 6 1 - -
80 — 90 6 3 - - -
90-100| 10 3 3 _ -

Tim dudng hoéi quy phi tuyén thuc nghiém dang v = 2.8
X

va danh gi sai s6 mo hinh.
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8. Khao sat nhiét d6 mot phan dng héa hoc (y) cung véi nong
d6 ctia bén hoa chat khac nhau (x, i = 1,4) ta cb s6 lidu:
Yy x Xy X3 X4
78,5 7 26 6 60
74,5 1 29 15 52
104,3 11 56 8 20
87,6 11 31 8 47
95,9 7 52 6 33
109,2 11 55 9 22
102,7 3 71 17 6
72,5 1 31 22 44
93.1 2 54 18 22
115,9 21 47 4 26
83,8 1 40 23 34
113,3 11 66 9 12
109,4 10 68 8 12
a) Tinh ma tran tudng quan mau va binh luan két qua.
b) X4y dung cac mé hinh hdi quy bdi 2 (tuyén tinh) thuc
nghiém va so sanh két qua trén phuong dién sai s6 mod
hinh va hé s6 tuong quan bdi va riéng.
¢) M6 hinh héi quy bdi 3 c6 t6t hon mé hinh bdi 2 hay khong?
Tai sao?
d) Xay dung md hinh héi quy m&u bdi 4 va danh gia tinh
phit hgp cuia mé hinh. Theo ban mé hinh bdi cip cao c6 t6t
hon khong? Tai sao?
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Phu luc
CAC BANG SO

2 . 1 i
1. Bang ham Gao-xd ¢(x) = e 2
(%) = 7=
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 | 0,3989 | 3989 | 3989 | 3986 | 3986 | 3984 | 3982 | 3980 ; 3977 | 3973
0.1 3970 | 3965 | 3961 | 3956 | 3951 | 3945 } 3939 | 3932 | 3925 | 3918
0.2 3910 | 3902 | 3894 | 3885 | 3876 | 3867 | 3857 | 3847 | 3836 | 3825
0.3 3814 | 3802 | 3790 | 3778 | 3765 | 3752 | 3739 : 3726 | 3712 | 3697
0.4 3683 | 3668 | 9653 | 3637 | 3621 | 3605 | 3589 | 3572 | 3555 | 3538

0.8 3521 | 3503 | 3485 § 3467 | 3448 | 3929 | 3410 | 3391 | 3372 ; 3352
0.6 3332 | 3312 § 3292 | 3271 | 3251 | 3230 | 3209 | 3187 ; 3166 | 3144
0.7 3123 | 3101 | 3079 | 3056 | 3034 | 3011 | 2989 | 2966 | 2943 | 2920
0.8 2897 | 2874 | 2850 | 2827 | 2803 | 2780 | 2756 | 2732 | 2709 | 2685
0.9 2661 | 2637 | 2613 | 2589 | 2565 | 2641 | 2516 | 2492 | 2468 | 2444

1.0 | 02420 | 2396 | 2371 | 2347 | 2323 | 2299 | 2275 | 2251 | 2227 | 2203
1.1 2179 | 21565 | 2131 | 2107 | 2083 | 2059 | 2036 | 2012 ; 1989 | 1965
1.2 1942 | 1919 | 1895 | 1872 | 1849 | 1826 | 1804 | 1781 | 1758 | 1736
1.3 1714 | 1691 | 1669 | 1647 | 1626 | 1604 | 1582 | 1561 | 1539 | 1518
1.4 1497 | 1476 | 1456 | 1435 | 1415 | 1394 | 1374 | 1354 | 1334 | 1315

1.5 1295 | 1276 | 1257 | 1238 | 1219 ; 1200 | 1182 | 1163 | 1145 | 1127
1.6 1109 | 1092 | 1074 | 1057 | 1040 | 1023 | 1006 | 0989 | 0973 | 0957
1.7 0940 | 0925 | 0909 | 0893 | 0878 | 0863 | 0848 | 0833 | 0818 | 0804
1.8 0790 | 0775 | 0761 | 0748 | 0734 | 0721 | 0707 | 0694 | 0681 | 0669
1.9 0656 | 0644 | 0632 | 0620 | 0608 | 0596 | 0584 | 0573 | 0562 | 0551
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1

1. Bang ham Gao-xd ¢(x) = e : (tiép theo)
Jer
2.0 | 00540 | 0529 | 0519 | 0508 | 0498 | 0488 | 0478 | 0468 | 0459 | 0449
21 | 0440 | 0431 | 0422 | 0413 | 0404 | 0396 | 0388 | 0379 | 0371 | 0363
22 | 0355 | 0347 | 0339 | 0332 | 0325 | 0317 | 0310 | 0303 | 0297 | 0290
23 | 0283 | 0277 | 0270 | 0264 | 0258 | 0252 | 0246 | 0241 | 0235 | 0229
24 | 0224 | 0219 | 0213 | 0208 | 0203 | 0198 | 0194 | 0189 | 0184 | 0180
25 | 0175 | 0171 | 0167 | 0163 | 0158 | 0154 | 0151 | 0147 | 0143 | 0139
2.6 | 0136 | 0132 | 0129 | 0126 | 0122 | 0119 | 0116 | 0113 | 0110 | 0107
27 | 0104 | 0101 | 0099 | 0096 | 0093 | 0091 | 0088 | 0086 | 0084 | 0081
2.8 | 0079 | 0077 | 0075 | 0073 | 0071 | 0069 | 0067 | 0065 | 0063 | 0061
2.9 | 0060 | 0058 | 0056 | 0055 | 0053 | 0051 | 0050 | 0048 | 0047 | 0046
3.0 | 0,0044 | 0043 | 0042 | 0040 | 0039 | 0038 | 0037 | 0036 | 0035 | 0034
31| 0033 | 0032 | 0031 | 0030 | 0029 ; 0028 | 0027 | 0026 | 0025 | N025
32 | 0024 | 0023 | 0022 | 0022 | 0021 | 0020 | 0020 | 0019 | 0018 | 0018
3.3 | 0017 | 0017 | 0016 | 0016 | 0015 | 0015 | 0014 | 0014 | 0013 | 0M3
34 | 0012} 0012 | 0612 { 0011 | CO11 | 0010 | 0010 | 0010 | 0008 | 0009
35 | 0009 | 0008 | 0008 | 0008 | 0008 | 0007 | 0007 | 0007 | 0007 | 0006
36 | 0006 | 0006 | 0006 | 0006 | 0006 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0004
37 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0003 | 0003 | 0003 | 0003
3.8 | 0003 | 0003 | 0003 | 0003 | 0003 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002
39 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0001 | 0001
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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2 Bang ham Lap-la-xo ¢(x) = L (e 74
Jor §

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 0,0000 | 00399 | 00798 | 01197 | 01595 | 01994 | 02392 | 02790 | 03188 | 03586
0.1 03983 | 04380 | 04776 | 05172 | 05567 | 05962 | 06356 | 06749 | 07142 | 07535
0.2 07926 | 08317 | 08706 | 09095 | 09483 | 09871 | 10257 | 10642 | 11026 | 11409
0.3 11791 12172 | 12556 | 12830 | 13307 | 13683 | 14058 | 14431 | 14803 ; 15173
0.4 15542 | 15910 | 16276 | 16640 [ 17003 | 17364 | 17724 | 18082 | 18439 | 18793
0.5 19146 | 19497 | 19847 | 20194 | 20194 | 20884 | 21226 | 21566 | 21904 | 22240
0.6 22575 | 22907 | 23237 | 23565 | 23891 | 24215 | 24537 | 24857 | 25175 | 25490
0.7 25804 | 26115 | 26424 | 26730 | 27035 | 27337 | 27637 | 27935 | 28230 | 28524
0.8 28814 | 29103 | 26389 | 29673 | 29955 | 30234 | 30511 | 30785 | 31057 | 31327
0.9 31594 § 31859 | 32121 | 32881 | 32639 | 32894 | 33147 | 33398 | 33646 | 33891
1.0 34134 | 34375 | 34614 | 34850 | 35083 | 35314 | 35543 | 35769 | 35993 | 36214
1.1 36433 | 36650 | 36864 | 37076 | 37286 | 37493 | 37698 | 37900 | 38100 | 38298
1.2 38493 | 38686 | 38877 | 39065 | 39251 | 39435 | 39617 | 39796 | 39973 | 40147
1.3 40320 | 40490 | 40658 | 40824 | 40988 | 41149 | 41309 | 41466 | 41621 | 41774
1.4 41924 | 42073 | 42220 | 42364 | 42507 | 42647 | 42786 | 42922 | 43056 | 43189
1.5 43319 | 43448 | 43574 | 43699 | 43822 | 43943 | 44062 | 44179 | 44295 | 44408
1.6 44520 | 44630 | 44738 | 44815 | 44950 | 45053 | 45154 | 45254 | 45352 | 45449
1.7 45543 | 45637 | 45728 | 45818 | 45007 | 45994 | 46080 | 46164 | 46246 | 46327
1.8 46407 | 46485 | 46562 | 46638 | 46712 | 46784 | 46856 | 46926 | 46995 | 47062
1.9 47128 | 47193 | 47257 | 47320 | 47381 | 47441 | 47500 | 47558 | 47615 | 47670
2.0 47725 | 47778 | 47831 | 47882 | 47932 | 47982 | 48030 | 48077 | 48124 | 48169
2.1 48214 | 48257 | 48300 | 48341 | 48382 | 48422 | 48461 48500 | 48537 | 48574
2.2 48610 | 48645 | 48679 | 48713 | 48745 | 48778 | 48809 | 48840 | 48870 | 48899
2.3 48928 | 48956 | 48983 | 49010 | 49036 | 49061 | 49086 | 49111 | 49134 | 49158
2.4 49180 | 49202 | 49224 | 49245 | 49266 | 49285 | 49305 | 49324 | 49343 | 49361
2.5 49379 | 49396 | 49413 | 49430 | 49446 | 49261 | 49477 | 49492 | 49506 | 49520
2.6 49534 | 49547 | 49560 | 49573 | 49585 | 49598 | 49609 | 49621 | 49632 | 49643
2.7 49653 | 49664 | 49674 | 49683 | 49693 | 49702 | 49711 | 49720 | 49728 | 49736
2.8 49744 | 49752 | 49760 | 49767 | 49774 | 49781 | 49788 | 49795 | 49801 | 49807
29 49813 | 49819 | 49825 | 49831 | 49836 | 49841 | 49846 | 49851 | 49856 | 49861
3.0 0.49865 3.1 | 49903 3.2 | 49931 3,3 | 49952 3,4 | 49966
3.5 49977 3.6 | 49984 3,7 | 49989 3,8 | 49993 3.9 | 49995
4.0 499968
4.5 499997
5.0 | 49998997

232




3. Bang phan vj Stiu-don P(X < t, ;) = aVvéi X~ t(n)

24
n 0.90 095 0975 0.99 0.995 0,9995
1 3.078 6.314 12.706 31.820 63.526 363.6
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 31.600
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.922
4 1533 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610
5 1.476 2.015 2571 3.365 4.032 6.869
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 5.408
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041
9 1.383 1.833 2 262 2.821 3.250 4.781
10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4587
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073
16 1.337 1746 2120 | 2583 2.921 4.015
17 1.333 1.740 2110 | 2567 2.898 3.965
18 1.330 1734 2.101 2.552 2.878 3.922
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.883
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21 1.323 1.721 2080 | 2518 2.831 3.819
22 1.321 1.717 2074 | 2.508 2.819 3.792
23 1.319 1.714 2.069 f 2.500 2.807 3.767
24 1.318 1711 2064 | 2492 2.797 3.745
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725
26 1.315 1.706 2.056 2.4789 2.779 3.707
27 1.314 1703 | * 2.052 2.473 2771 3.690
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659
" 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291
fx)
(44
I In; a




4. Bang phan vi 2 P(X < 2,0 = a v8i X ~ (n)

74

n 0.005 0.001 0.025 0.05 0.95 0.975 0.99 0.995
1 0.0000393 | 0.000157 | 0.000982 | 0.00393 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.0100 0.0201 0.0506 0.103 5.991 7.378 9210 | 10.597
3 0.0717 0.115 0.216 0.352 7.815 0.348 | 11.345 | 12.838
4 0.207 0.297 0.484 0.711 9488 | 11.143 | 13.277 | 14.860
5 0.412 0.554 0.831 1.145 | 11.071 | 12.833 | 15.086 | 16.749
6 0.676 0.872 1.237 1635 | 12592 | 14449 | 16.812 | 18.548
7 0.989 1.239 1.690 2.167 | 14.067 | 16.013 | 18475 | 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2733 | 15507 | 17.535 | 20.090 | 21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 | 16.919 | 19.023 | 21.666 { 23.590
10 2.156 2.558 3.247 3.940 | 18.307 | 20483 | 23.209 | 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4575 | 19675 [ 21.920 | 24.725 | 26.758
12 3.074 3.571 4404 5.226 | 21.026 | 23.337 | 26.217 | 28.299
13 3.565 4107 5.009 5.892 | 22362 | 24.736 | 27.688 | 29.820
14 4,075 4.660 5.629 6.571 | 23.685 | 26.119 | 29.142 | 31.320
15 4.601 5.229 6.262 7.261 | 24996 | 27.489 | 30.578 | 32.801
16 5142 5812 6.908 7.962 | 26.296 | 28.845 | 32.000 ; 34.268
17 5.697 6.408 7.564 8672 | 27.587 | 30.191 | 33.409 | 35.717
18 6.265 7.015 8.231 9300 | 28.869 | 31.526 { 34.805 | 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 | 30.144 | 32.853 | 36.191 | 38.581
20 7.434 8.260 9.591 10.851 | 31.410 | 34.170 | 37.566 | 39.997
21 8.034 8.897 10.283 11591 | 32.671 | 35479 | 38932 | 41.400
22 8643 9.542 10.982 12.338 | 33.926 | 36.781 | 40.289 | 42.796
23 9.260 10.196 11.689 13.081 | 35.172 | 38.075 | 41.638 | 44.184
24 9.886 10.856 12.401 13.848 | 36.415 | 39.364 | 42.980 i 45.559
25 10.520 11.524 13.120 14611 | 37.652 | 40.646 | 44.314 | 46.930
26 11.160 12.198 13.844 15.379 | 38.885 | 41.924 | 45643 | 48.290
27 "11.808 12.878 14,573 16.151 | 40113 | 43.195 | 46.963 | 49.647
28 12.461 13.565 15.308 16.928 | 41.337 | 44.461 | 48.278 | 50.094
29 13.121 14.256 16.047 17.708 | 42.557 | 45.722 | 49.588 | 52.338
30 13.787 | 14.953 16.791 18.493 | 43.773 | 46.979 | 50.892 | 53.673
&)
o
0 9! x
‘Z‘ﬂ.,a
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5. Bang phan vi Phi-so

PX<F,, )= a=095v6iX~Jn,ny)
n

n, 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 161.14 1995 | 2157 | 2246 | 230.2 | 234.0 | 236.8 | 2389 | 2405
2 18.51 19.00 1916 | 19.25 | 19.30 | 19.33 | 19.35 | 19.37 19.38
3 10.143 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 482 4.77
6 5.99 514 476 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 410
7 5.59 474 4.35 412 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39
9 512 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18
10 4.96 410 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02
11 484 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 30171 295 2.90
12 475 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59
16 449 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49
18 441 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 246
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 248 242
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30
25 424 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28
30 417 3.32 2.92 2.69 2.53 242 2.33 2.27 2.21
40 4.08 3.23 284 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 212
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 217 2.10 2.04
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 217 2.09 2.02 1.96
o 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88
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5. Bang phan vi Phi-sa (tiép theo)

n

10 12 15 20 24 30 40 60 120 o
2419 | 2439 2459 | 248.0 | 249.1 | 250.1 | 2511 2522 | 2533 254.3
19.40 | 19.41 1943 | 19.45 | 19.45 | 19.46 | 19.47 19.48 9.49 19.50

8.79 8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53

5.96 5.91 5.86 5.80 577 575 572 5.69 5.66 563

474 4.68 4.62 4.56 453 4.50 446 4.43 4 .40 4.36

4.06 4.00 3.94 3.87 3.84 3.81 3.77 3.74 3.70 3.67

3.65 3.57 3.51 3.44 3.41 3.38 3.34 3.30 3.27 3.23

3.14 3.07 3.01 294 2.90 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71

298 2.91 2.85 277 2.74 2.70 2.66 262 | 2578 2.54

2.85 2.79 272 2.65 2.61 2.57 2.53 2.49 2.45 2.40

275 2.69 2.62 2.54 2.51 2.47 243 2.38 2.34 2.30

2.67 2.60 2.53 2.46 242 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21

2.60 2.53 2.46 2.39 2.35 2.31 2.34 2.30 225 2.21

2.54 2.48 2.40 2.33 2.29 2.25 2.20 2.16 2.11 2.07

2.49 2.42 2.35 2.28 2.24 2.19 2.15 2.10 2.06 2.02

2.45 2.38 2.31 2.23 2.19 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96

2.41 2.34 2.27 2.19 2.15 2.11 2.06 2.02 1.97 1.92

2.38 2.31 2.23 2.16 2.1 2.07 2.03 1.98 1.93 1.88

2.35 2.28 2.20 2.12 2.08 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84

2.32 2.25 2.18 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 1.81

2.30 2.23 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 178

2.27 2.20 2.13 2.05 2.01 1.96 1.91 1.86 1.81 1.76

2.25 2.18 2.11 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.79 1.73

2.24 2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71

2.16 2.09 2.01 1.93 1.89 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62

2.08 2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51

1.99 1.92 1.84 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39

1.91 1.83 1.75 1.66 1.61 1.55 1.50 1.43 1.35 1.25

183 | 1175 1.67 1.57 1.52 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00

fix)
//
0 F ! X
n,, Ny,
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6. Hudng dan sir dung cac bang sd

1. Néu mudn tinh ¢(1,25), déng hang "1,2" va ¢t "5" ta
thay 1826, suy ra ¢(1,25) = 0,1826. Véi cac gia tri khéng c6
trong bang (x > 3,9) coi ¢(x) = 0. Chu ¥ ¢(.) 1a ham chin ¢(—x)
= plx).

2. Viéc tra bang tinh @x) lam giéhg nhu trén. Ching han
néu mudn tinh &1,25), déng hang "1,2" va cdt "5" ta gap 39435
nén ¢(1,25) = 0,39425. Véi x > 5 coi ¢(x) = 0,5. Chi ¥ rang ¢(x)
13 ham 18 ¢(—x) = — ¢(x).

Y nghia xac suft cla ¢(x) 12 rd rang: néu X ~ o#{0, 1) thi
Hxo) = P(O < X < xy). Ngoai ra ham F(x) = @x) + 0,5 s€ lam
ham phén phél xac suidt caa X néi trén, tac 1a: (x, > 0)

P(| X | <x) = P(=xo < X < x¢) = 2¢(x,),

P(X <xp) = ¢xy) + 0,6 = F(x),

PX <—x0) = 0,5 — #xy),

PX>x)=0,5—- ¢x)...

X -a

c
viéc tra bang d8i véi bién X chuyén thanh déi véi bién Y ~
A0, 1). |

Néu da biét gia tri &#(x,), mubn tim lai x,, qua trinh tra
bang ngugc lai véi bén trén.

3. Dé tim gia tri t,. sao cho PX <t, ,) = a biét rdng X ~
t(n) viéc tra bang cung don gian: déng hang "n" va cit "a"
tudng Ung (chdng han £(8; 0,95) = 1,860). Viéc tim &, > 0 sao
cho PX > 6,) = a vGi X ~ t(n) tugng dudng vdi viée tra bang tim
0, =t Do tinh d61 xting, néu muén tim 6, < 0 sao cho P(X

>0,) = a tatrabangtim¢, , ,,saudb6 &=, |_a.

va

Néu X ~ of(a, ¢, nén lam phép bién d6i Y =

n o l-ar-
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Trong ba tham s6 n, a va t,, néu biét hai ta cé thé tim
duge tham s6 thua 3.
Cudi cung, néu n > 30, thay vi tim 8, = ¢, ,_, ta sé tim 6,
1 - = ? #
sao cho ¢(6,) = Ta tir bang Lap-la-xo.
4, Dé tim gia tri y”, saocho PX <y’ ) = abiét ring X ~

7(n) ta lam gidng phan 3: déng hang “n” va cot “o”.
5. Viéc tra bang tim gia tri F(n,, n,; 0,95) cang don gian:

déng cdt “n” va hang “n,".
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	XÁC SUẤT THỐNG KÊ

	LỜI NÚI ĐẨU

	TÁC GIẨ


	sự KIỆN NGẪU NHIÊN VÀ PHÉP TÍNH XÂC SUẤT

	§1.KHÁI NIỆM Mỏ ĐẦU

	1.1.	Sự kiện ngẫu nhiên

	1.2.	Phép toán và quan hệ của các sự kiện

	A + B = B + A, AB = BA (giao hoán); A + (B + Q = {A + B) + C, A(BC) = (AB)C (kết hỢp); A(B + o = AB + AC (phân phối);

	AU = A,AV=V,AA=A.


	A3 + A4 + A5 - Aq.

	A =A,(A2 +A3).

	1.3.	Giải tích kết hợp

	ĂÌ=n'‘.	(1.2)


	§2. CÁC ĐỊNH NGHĨA CỦA XÁC SUẤT

	2.1.	Định nghĩa cổ điển

	(i)	1 > P(A) > 0;

	(li) P(ơ) = 1; P(V) = 0;

	(iii)	Nếu A, B xung khắc thì P(A + B) = P(A) + P{B)-,

	(iv)	P(Ã) = 1 -P(A);

	(v)	Nếu A B thì P{A) < P{B).



	đậđo^	(2.2)

	2.2.	Định nghĩa thống kê

	2.3.	Định nghĩa tiên để

	(ii)	Nếu AvàiB & CẢ thì A,B,A + B, AB e CÁ.

	tích vô hạn Aj + A2 + ... +	+ .... AiA, ... A„... cũng.thuộc CÃ.

	(T2) P(A + B) = P{A) + P{B) (A, B xung khắc);

	A = ^ G thì

	P(A) = P(A,) + P(A,) + ... P(A„) + ... = ỵP(AJ.


	§3. XÁC SUẤT CÓ ĐIỀU KIỆN

	3.1.	Khái niệm

	k =

	P(B)

	P(AB) = P{A)P{B).	(3.3)

	fì = {SS, SN, NS, NN]. Rõ ràng các sự kiện A = SS +SN, B = ss + NS, c = ss + NN là độc lập từng đôi do P{A) = P(B) = P(0 - —; còn P{AB)

	P{ABC) = - ^ P{A)P(B)P(C) =


	3.2.	Công thức cộng và nhân xác suất

	P(AB) = P(A)P(B IA) = P(B)P(A IB).	{8.5)



	p

	p

	P(AB)^P(A)P(B) = ị.ị = ~.

	P(AB) = P(A)P(B IA) = Ị. ị = ^

	P(A + B) = P(A) + P(B) - P(AB) = i + ỉ- — = —.

	a)	có hai ngưòi bắn trúng,

	Giải. Gọi A, là sự kiện xạ thủ thứ i bắn trúng (i = 1, 2, 3) và P(A,) = o’7; PCA^) = 0,8; P(A,) = 0,9.

	P( A, + A3) = P( A,) + P( A3) - P( A, A3).

	P(A) = P{A,)[P{A.^ + P{A,) - P(A,)P(A3)]P(A,)

	A+B + C = Uvầ P{A) + P(B) + P(C) = 1.

	P(A) = ^ ~

	3.3.	Công thức Béc-nu-li

	a)	p,„(76,.	M	=	0,04565.


	§4. CÔNG THỨC BAY-ÉT

	4.1.	Khái niệm nhóm đầy đủ

	(ii)	A| + A2 + ... + A„ = ơ.


	4.2.	Công thức xác suất đẩy đủ

	4.3.	Công thức Bay-ét

	P{A,H) = P(AdP(H IA,) = P{H)P{A, IH).

	=	P{H\B,)	=	P{H\B^) = P{H\B,) = 1.

	P{B,)P{H\B,)	0,019

	H = Aj + A, A2 + Aj A2.

	P{H) = P(A)P{H A) + P(A)P(H A),

	P(H) = P{B)P{H IB) + P(B)P{H\B).	(4.4)

	P(A) = P{B)P{A\B) + P(B)P{A\B).	(4.5)

	P{A\B)P{H\B) = 0,9; P(A\B) = P(H\B) ^1-P(H\B) = 1 - 0,8 = 0,2.

	P{A)

	P(A\H) =	^0	9]^
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	A + B = ÃB,ÃB = Ã + B.




	BIẾN NGẪU NHIÊN VÀ LUẬT PHÂN PHỐI XẮC SUẤT

	§1. KHÁI NIỆM BIẾN NGẪU NHIÊN

	1.1.	Khái niêm

	0, X < 2,

	2.3.	Hàm mật độ xác suất ■ •

	§3. CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG CỦA BIẾN NGẪU NHIÊN

	3.1.	Kỳ vọng

	Thí dụ 3.2. Tìm kỳ vọng của biến X trong thí dụ 2.3.

	VX^E[{X-EX)~].	(3.2)

	-Exf p^.	(3.3a)


	vx = Ả \x^e'^dx-\ = \.

	(iii)	Nếu X, Y độc lập thì ViX+Y) = vx + VY;


	vx = v

	3.3.	Một sô đặc số khác

	P(X < medX) = P(X > medX) =


	Thí dụ 3.9, Tìm trung vị của biến X trong thí dụ 3.8.

	4.2.	Phân phối nhị thức

	EX = o.ợ + l.p -p,

	EX =



	(ii)	Nếu.Xi~ p), X2~S9(ri2, p), thìX) +^2~	+ri2,p).

	4.3.	Phân phối Poa-xông



	p„(x) = C>^(1 - p)"-^ -

	4.4.	Các phân phối rời rạc khác

	P (x) = ■	■	.r	-	0, 1, ....n.

	1 _ . .

	^	4^	ị

	f{z)

	V2

	x~a



	VI

	4.6.	Các phân phối liên tục khác

	nx)


	vr' = ^(«>2).

	/	>	cyf	'{0;	1).

	r(x)

	x-r ,

	Bảng tổng kết phối liên tục (tiếp)
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	BIÊN NGẪU NHIÊN NHIÊU CHIÊU

	(i)	1 >F(x,y) > 0;

	F(x;+00) = p(x < x; F <+00) = p(x	<	x) =	(x);

	(i)	Pý > 0 Vi, j;

	‘	P(y = y;^)

	P{y^<Y<y2)


	F{x,ỵ)= f[u,v)dudv,	(1.8a)

	f{x, y) = fi{x)f2{y)-	(1-10)


	-^,0<X<1,

	^(x|Ye[0,5; 0,75]) = 4õ;

	2.2.	Hiệp phương sai và hệ sô' tương quan

	^^XY ^ỴjỴ_x^Xjp[x^,Xj)-EX.EY,	(2.2a)

	Giải. Ta phải tính vx„ VY và E(XY) - EX.EY. Hai báng phân phôi biên đã tìm được trong thí dụ 1.1.


	HXY) = ỵỵx,xjP(x„y)^

	2.3.	Các số đặc trưng có điểu kiện




	Eịx xọịx ỵjdx (X liên tục).

	(ii)	E(X, +X,\X) = E(X, IX) + E(X2 I

	(iii)	Nếu X, y độc lập EiYịX) = e[y)\

	2.4. Phân pl >ối chuẩn hai chiểu

	§3. HÀM CỦA CÁC BIẾN NGẪU nhiên

	3.1.	Hàm của một biến ngẫu nhiên

	=	= 'Z,s{Xi)Pr

	3.2.	Hàm của hai biến ngẫu nhiên



	hoặc =	-	yy,	Y	= yj)

	-	nếu 0 <2 < 1, (3.5) được viết lại;

	3.3.	Các số đặc trưng của hàm của các biến ngẫu nhiên




	EZ^ \ [ể(:x:, y)f{x, y)dxdy.	(3.6b)

	EiX +Y) = EX + EY\ + nếu X và y độc lập, E(XY) = EX. EY.

	§4. CÁC ĐỊNH LÝ GIỚI HẠN VÀ LUẬT số LỚN

	4.1.	Sự hội tụ của dãy biến ngẫu nhiên

	4.2.	Các định lý giới hạn

	4.3.	Luật sô lớn •

	Định lý 2. Nếu dãy các biến ngẫu nhiên Xị,	...


	y) - cxy, 0< :í<4;0<3'< 5.

	f {^- y)	^	,	a,6 e R*.

	MẪU THÔNG KÊ VÀ ước LƯỢNG THAM số

	§1. MẪU VÀ THỐNG KÊ MÔ TẢ

	1.1.	Mầu và tập đám đông

	1.2.	Vấn đề chọn mẫu

	1.3.	Phân loại và mò tả sô liệu mẫu

	§2. MẪU NGẪU NHIÊN VÀ CÁC ĐẶC TRƯNG MẪU

	2.1.	Mầu ngẫu nhiên từ một tập nền

	a)	g{x„...,x,,) = -Ỳ^Xi = X;

	b)	=	-	xf ;

	2.2.	Các đặc trưng mẫu



	b)	“

	EX = a,vx =	(2-6)

	(2,7)



	p{x) 0,1	0,1	0.2	0,2	0,2	0,1	0,1

	s'=-X(a:,-xf;	(2.8)

	-~^p‘

	(2.11)

	(2.12)

	x-a


	KW-nx)—B

	2.3.	Vấn để tính toán các dặc trưng mẫu

	±xf-n(xf

	ỵ^xfn,-n(xf. l = \


	Mod = x„,,+-^h,	(2.20)

	3.2.	Các tính chất của ước lượng điếm


	vả =			(3.2)

	3.3.	Các phương pháp ưóc lượng

	m^{6) = m^[e, n),


	L{x,0) = Y[f{x^,9). 7=1

	ỉnLịx, ớ)

	â = x=ịỵx,,

	P(ớ, < ỡ < Ỡ2) = l~a.	(4.1)

	P(G <	)	= «, và P(G >	)	-	«2-	(4.2)





	P(ớ, <ỡ <ỡ,)=l-a■

	4.2.	Khoảng tin cậy cho kỳ vọng

	4.3.	Khoảng tin cậy cho tỷ lệ

	yỊpi^-p)

	thì khi n khá lớn z—‘^' {0, 1).

	Pi,P2-	^^	(4.15)


	yfn—^or{0, 1)




	f	,	lr(ỉ-n

	Í(1 - n

	4.4.	Khoảng tin cậy cho phương sai

	Từ đó suy ra P{xị,a, <	<	xlx-a,) = 1 - «

	ẳ(^í



	24s^ = ^(x, - 30,012f ra,. = 5,1264.

	KIỂM ĐỊNH GIẢ THUYẾT

	§1. GIẢ THUYẾT THỐNG KÊ VÀ QUY TẮC KIỂM định

	1.1.	Giả thuyết thống kê

	1.2.	Quy tắc kiểm định giả thuyết

	K=K(x^,X2,...,xJ	(1.1)

	1.3.	Các dạng miền tói hạn

	§2. CÁC KIỂM ĐỊNH DÙNG MỘT MẪU

	2.1.	Kiểm định về kỳ vọng

	(2.1)

	Ơ-Q	2600


	(2.6)

	K={K^r,-.K,^>z,].	(2.8)

	2.2.	Kiểm định về tỷ lệ


	Vpo(1 - Po)

	2.3.	Kiểm định vể phương sai


	(2.10)

	c)	: a^> ơổ

	(x-ỹ)-(ai -a^)

	Chú ý:






	ặĩỹf)

	(3.13)

	3.4.	So sánh nhiều trung binh (phân tích phương sai)

	g2



	‘‘-ị

	lao

	4.2.	Kiếm định giả thuyết độc lập

	p(i,f) -Px(i)Py(J)-

	PÁ^=’PyU)

	4.2.	Kiểm định giả thuyết độc lập

	P{Ì,j)=^PÁÌ)Py(J)-


	yy_Z!v_
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	PHÂN TlCH HỐI QUY

	§1. PHÂN TÍCH TƯƠNG QUAN

	1.1.	Hiệp phương sai và hệ số tương quan

	PXY‘~^.	(1.1)

	1.2.	Hệ số tương quan mẫu

	ỵxÌ-nxAịịyỉ-nỸ

	p^y = 0,2934.


	Bl. Chọn a:o, Jo vối hỵ, /Ỉ2 tương ứng;

	B3. Tính Ỵ^Uịĩi^^-, ỵ^ufn^ị; Ỵvjn^j\

	B4. Tính X - ũhy + Xq',Y = vh^ + y^]

	1.3. Tiêu chuẩn độc lập của hai biến ngẫu nhiên


	yjvz, +	■

	§2. HỒI QUY

	2.1.	Mô hinh tuyến tính

	E{Y/X = x)=ax + b.	(2.la)

	EY = ax + 6.

	2.2.	ước lượng hệ sô hồi quy


	- aXị + b + e^,i = l,n.	(2.4)


	àx + ỉ) = Ỹ

	Ẹ(^< -

	b = Ỹ ~âx,	(2.6b)

	EYi - ax, + ò;	(2.7a)

	(2.8)

	s' = —= -^Ỳ(yi - àx, - b)'.	(2.9)


	2. Phương pháp hỢp lý nhất

	: £ị - cvịo, ơ-^), Vỉ = 1,^,	(2.3c)


	(2.10)

	ỵiỉ=E(^. -	=”(sỉ -ásỉ). (2.11)

	à =	-	0,86.-^^	= 27,8147;

	Y	- aX + b + I;







	È(*. -

	X(v,-ỹf = lỂf+I(ỷ,	(2.13)

	2.3.	Trưởng hợp có giả thiết chuẩn


	= ~oV{0, 1);

	í(n - 2).




	vỊ(-. -

	Ỷỵ(x,-Xj

	à - ữc

	Z{^, -

	2.4.	Hê số xác đinh • è

	Z(>'. -	= Eíx - ỳif + Z(>'. - ^í-

	Z(x - ?)	I(:v,	-	ĩ)

	2.5.	Hồi quy phì tuyến

	f{x) = a„ + UịX + aỵX^.

	+ à^ỵ^x'* = ỵ^xfy,

	ẫ,n	+	â,ỵ^xf	=	ỵ^y,


	+ ^2.	^x,;

	y = -0,19a:^ + 2,21x - 0,89.

	§3. HỒI QUY BỘI

	3.1.	Mô hình hồi quy bội tuyến tính

	x = Oo + a,X;, +	+	£.,i	=	l,n.	(3.2)



	-2X‘y + 2XXa = 0,	(3.5)



	«oZ^.2+ «lZ^il^i2 + «2Z4= Z^Í23',’ a^n	+«2X^.2=	Zx-

	{n-k-l)-^ ~ ỵ'^{n-k-l).	(3.9)

	[k + l)s

	3.2.	Tương quan bội và tương quan riêng
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	Phụ lục

	CÂC BẢNG SÔ

	2	Bảng hàm Láp-ia-xơ ị[x) =

	P{X<	=	a=ũ,2b\ốìx~	íTin^rii)

	6.	Hưóng dẫn sử dụng các bảng số

	P(X < Xo) = (p(xq) + 0,5 = Fixo),



	4.	Để tìm giá trị xl^ sao cho P(X <Zna') ~ ^ rằng X ~
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